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1.4.1 Teorema de recorrência múltipla de Birkhoff . . . . . . . . 20
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2.2.2 Médias temporais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.3 Teorema de von Neumann e consequências . . . . . . . . . 43
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A.1.1 Espaços mensuráveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
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Caṕıtulo 1

Medidas Invariantes e
Recorrência

A Teoria Ergódica estuda o comportamento de sistemas dinâmicos relativamente
a medidas que permanecem invariantes sob a ação da dinâmica. Mais precisa-
mente, busca-se descrever as propriedades que são válidas para quase toda a
trajetória do sistema, relativamente à medida invariante. Começaremos, na
Seção 1.1, por definir estas noções de sistema dinâmico e de medida invariante.

As ráızes da teoria remontam à primeira metade do século 19. De fato,
em 1838 o matemático francês Joseph Liouville observou que todo sistema da
Mecânica Newtoniana (com conservação da energia) admite uma medida inva-
riante natural no seu espaço de configurações. Além disso, em 1845 o grande
matemático e f́ısico alemão Carl Friedrich Gauss observou que uma certa trans-
formação no intervalo que tem um papel importante na Teoria dos Números
admite uma medida invariante que é equivalente à medida de Lebesgue. Estes
são dois dos exemplos de aplicação da Teoria Ergódica que apresentaremos na
Seção 1.3. Muitos outros surgirão ao longo deste livro.

O primeiro resultado importante foi devido ao grande matemático francês
Henri Poincaré, ao final do século 19. Ele estava especialmente interessado no
movimento dos corpos celestes, tais como planetas e cometas, o qual é descrito
por certas equações diferenciais que resultam da Lei da Gravitação de Newton.
A partir da observação de Liouville, Poincaré mostrou que para quase todo
estado inicial do sistema, ou seja, quase todo valor das posições e velocidades
iniciais, a solução da equação diferencial regressa arbitrariamente perto desse
estado inicial, a menos que vá para infinito. Mais ainda, ele apontou que essa
propriedade de recorrência não é exclusiva dos sistemas da Mecânica Celeste:
ela vale sempre que o sistema admite uma medida invariante. Este será o tema
da Seção 1.2.

Ele reaparecerá na Seção 1.4 num contexto mais elaborado: consideramos um
número finito de sistemas dinâmicos que comutam entre si e buscamos retornos
simultâneos das órbitas de todos esses sistemas à vizinhança do estado inicial.
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2 CAPÍTULO 1. MEDIDAS INVARIANTES E RECORRÊNCIA

Este tipo de resultado tem importantes aplicações em Combinatória e Teoria
dos Números, como veremos mais tarde.

A ideia de recorrência também está por trás das construções que são conhe-
cidas como transformações induzidas. A ideia básica é fixar um subconjunto do
domı́nio com medida positiva e considerar o primeiro retorno a esse conjunto.
Frequentemente, essa transformação de primeiro retorno é mais fácil de anali-
sar e, por outro lado, ela pode ser usada para entender o comportamento da
transformação original.

1.1 Medidas invariantes

Seja (M,B, µ) um espaço de medida e seja f : M → M uma transformação
mensurável. Dizemos que a medida µ é invariante por f se

µ(E) = µ(f−1(E)) para todo conjunto mensurável E ⊂M . (1.1.1)

Nesse caso também dizemos que f preserva µ. Note que a definição (1.1.1)
faz sentido, uma vez que a pré-imagem de um conjunto mensurável por uma
transformação mensurável ainda é um conjunto mensurável. Heuristicamente,
ela significa que a probabilidade de um ponto estar num dado conjunto é igual
à probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto.

É posśıvel, e conveniente, estender esta definição a outros tipos de sistemas
dinâmicos além das transformações. Estamos especialmente interessados em
fluxos, ou seja, famı́lias de transformações f t :M →M , onde t ∈ R, satisfazendo
as seguintes condições:

f0 = id e fs+t = fs ◦ f t para todo s, t ∈ R. (1.1.2)

Isto também implica que toda a transformação f t é invert́ıvel e a sua inversa
é f−t. Fluxos aparecem naturalmente associados a equações diferenciais do
tipo γ′(t) = X(γ(t)), onde X é um campo de vetores, do seguinte modo: sob
condições adequadas sobre X, para cada ponto x existe uma única solução
t 7→ γx(t) da equação que satisfaz γx(0) = x; então f t(x) = γx(t) define um
fluxo no domı́nio M da equação diferencial.

Dizemos que uma medida µ é invariante pelo fluxo (f t)t se ela é invariante
por cada uma das transformações f t, ou seja, se

µ(E) = µ(f−t(E)) para todo mensurável E ⊂M e todo t ∈ R. (1.1.3)

Proposição 1.1.1. Sejam f : M → M uma transformação mensurável e µ
uma medida em M . Então f preserva µ se, e somente se,∫

ϕdµ =

∫
ϕ ◦ f dµ (1.1.4)

para toda função µ-integrável ϕ :M → R.
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Demonstração. Suponhamos que a medida µ é invariante. Vamos mostrar que
a relação (1.1.4) é válida para classes de funções sucessivamente mais amplas.
Inicialmente, observe que por hipótese µ(B) = µ(f−1(B)) para todo conjunto
mensurável B. Como,∫

XB dµ = µ(B) e µ(f−1(B)) =

∫
(XB ◦ f) dµ,

isto mostra que (1.1.4) é válida para as funções caracteŕısticas. Então, por
linearidade da integral, (1.1.4) é válida para funções simples. Em seguida, vamos
usar um argumento de aproximação para concluir que (1.1.4) vale para toda
função integrável. Dada qualquer função integrável ϕ : M → R, considere uma
sequência (sn)n de funções simples convergindo para ϕ e tal que |sn| ≤ |ϕ| para
todo n. Tal sequência existe, pela Proposição A.1.33. Então, usando o teorema
da convergência dominada (Teorema A.2.11) duas vezes:∫

ϕdµ = lim
n

∫
sn dµ = lim

n

∫
(sn ◦ f) dµ =

∫
(ϕ ◦ f) dµ.

Isto mostra que (1.1.4) vale para toda função integrável se µ é invariante. A
rećıproca também segue imediatamente dos argumentos que apresentamos.

1.2 Teorema de recorrência de Poincaré

Vamos estudar duas versões do teorema de Poincaré. A primeira (Seção 1.2.1)
está formulada no contexto de espaços de medida (finita). O teorema de Kac̆,
que provaremos na Seção 1.2.2 complementa este resultado de forma quantita-
tiva. A segunda versão do teorema de recorrência (Seção 1.2.3) supõe que o
ambiente é um espaço topológico com certas propriedades adicionais. Também
provaremos uma terceira versão do teorema de recorrência, devida a Birkhoff,
cuja formulação é puramente topológica.

1.2.1 Versão mensurável

O nosso primeiro resultado afirma que, dada qualquer medida invariante finita,
quase todo ponto de qualquer conjunto mensurável E regressa a E um número
infinito de vezes:

Teorema 1.2.1 (Recorrência de Poincaré). Seja f : M → M uma trans-
formação mensurável e seja µ uma medida finita invariante por f . Seja E ⊂M
qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0. Então, para µ-quase todo ponto
x ∈ E existem infinitos valores de n para os quais fn(x) também está em E.

Demonstração. Representemos por E0 o conjunto dos pontos x ∈ E que nunca
regressam a E. Inicialmente, vamos provar que E0 tem medida nula. Para isso,
começamos por observar que as suas pré-imagens f−n(E0) são disjuntas duas-a-
duas. De fato, suponhamos que existem m > n ≥ 1 tais que f−m(E0) intersecta
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f−n(E0). Seja x um ponto na interseção e seja y = fn(x). Então y ∈ E0 e
fm−n(y) = fm(x) ∈ E0, que está contido em E. Isto quer dizer que y volta
pelo menos uma vez a E, o que contradiz a definição de E0. Esta contradição,
prova que as pré-imagens são disjuntas duas-a-duas, como afirmamos.

Observando que µ(f−n(E0)) = µ(E0) para todo n ≥ 1, porque µ é invariante,
conclúımos que

µ
( ∞∪
n=1

f−n(E0)
)
=

∞∑
n=1

µ(f−n(E0)) =

∞∑
n=1

µ(E0).

Como supomos que a medida é finita, a expressão do lado esquerdo é finita. Por
outro lado, à direita temos uma soma de infinitos termos, todos iguais. O único
jeito desta soma ser finita é que as parcelas sejam nulas. Portanto, devemos ter
µ(E0) = 0, tal como foi afirmado.

Agora, denotemos por F o conjunto dos pontos x ∈ E que regressam a
E apenas um número finito de vezes. Como consequência direta da definição,
temos que todo ponto x ∈ F tem algum iterado fk(x) em E0. Ou seja,

F ⊂
∞∪
k=0

f−k(E0).

Como µ(E0) = 0 e µ é invariante, temos:

µ(F ) ≤ µ
( ∞∪
k=0

f−k(E0)
)
≤

∞∑
k=0

µ
(
f−k(E0)

)
=

∞∑
k=0

µ(E0) = 0.

Portanto, µ(F ) = 0 como queŕıamos provar.

Observe que o Teorema 1.2.1 implica um resultado análogo para sistemas
com tempo cont́ınuo. De fato, suponha que µ é uma medida invariante finita de
um fluxo (f t)t. Segue imediatamente da definição que µ é invariante pela respec-
tiva transformação f1, chamada tempo 1 do fluxo. Aplicando o Teorema 1.2.1
à transformação tempo 1, conclúımos que, dado qualquer conjunto E ⊂M com
medida positiva, para quase todo x ∈ E existem tempos tj → +∞ tais que
f tj (x) ∈ E. Valem observações análogas para as outras versões do teorema de
recorrência, que apresentaremos posteriormente. Por outro lado, o teorema
que apresentamos a seguir é espećıfico de sistemas com tempo discreto.

1.2.2 Teorema de Kac̆

Seja f : M → M uma transformação mensurável e seja µ uma medida finita
invariante por f . Seja E ⊂ M qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0.
Considere a função tempo de primeiro retorno ρE : E → N ∪ {∞} definida da
seguinte forma:

ρE(x) = min{n ≥ 1 : fn(x) ∈ E} (1.2.1)
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sempre que o conjunto do lado direito for não vazio, isto é, se x tiver algum
iterado em E; caso contrário, ρE(x) = ∞. De acordo com o Teorema 1.2.1, a
segunda alternativa só ocorre para um conjunto de pontos com medida nula.

O resultado que vamos apresentar a seguir mostra que esta função é in-
tegrável e exibe o valor da sua integral. Para o enunciado precisamos da seguinte
notação:

E0 = {x ∈ E : fn(x) /∈ E para todo n ≥ 1} e

E∗
0 = {x ∈M : fn(x) /∈ E para todo n ≥ 0}.

Ou seja, E0 é o conjunto dos pontos de E que nunca regressam a E e E∗
0 é o

conjunto dos pontos de M que nunca entram em E. Note que µ(E0) = 0, pelo
teorema de recorrência de Poincaré.

Teorema 1.2.2 (Kac̆). Seja f :M →M , µ uma medida invariante finita e E
um subconjunto com medida positiva. Então a função ρE é integrável e∫

E

ρE dµ = µ(M)− µ(E∗
0 ).

Demonstração. Para cada n ≥ 1, defina

En = {x ∈ E : f(x) /∈ E, . . . , fn−1(x) /∈ E, mas fn(x) ∈ E} e

E∗
n = {x ∈M : x /∈ E, f(x) /∈ E, . . . , fn−1(x) /∈ E, mas fn(x) ∈ E}.

Ou seja, En é o conjunto dos pontos de E que retornam a E pela primeira vez
exatamente no momento n,

En = {x ∈ E : ρE(x) = n},

e E∗
n é o conjunto dos pontos que não estão em E e que entram em E pela

primeira vez exatamente no momento n. É claro que estes conjuntos são men-
suráveis e, portanto, ρE é função mensurável. Além disso, os conjuntos En, E

∗
n,

n ≥ 0 são disjuntos dois-a-dois e a sua união é todo o espaço M . Portanto

µ(M) =

∞∑
n=0

(
µ(En) + µ(E∗

n)
)
= µ(E∗

0 ) +

∞∑
n=1

(
µ(En) + µ(E∗

n)
)
. (1.2.2)

Agora observe que

f−1(E∗
n) = E∗

n+1 ∪ En+1 para todo n. (1.2.3)

De fato, f(y) ∈ E∗
n quer dizer que o primeiro iterado de f(y) que está em E é

fn(f(y)) = fn+1(y) e isto ocorre se, e somente se, y ∈ E∗
n+1 ou y ∈ En+1. Isto

prova a igualdade (1.2.3). Logo, pela invariância de µ,

µ(E∗
n) = µ(f−1(E∗

n)) = µ(E∗
n+1) + µ(En+1) para todo n.

Aplicando esta relação repetidas vezes, obtemos que

µ(E∗
n) = µ(E∗

m) +

m∑
i=n+1

µ(Ei) para todo m > n. (1.2.4)
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A relação (1.2.2) implica que µ(E∗
m) → 0 quando m → ∞. Portanto, tomando

o limite quando m→ ∞ na igualdade (1.2.4), obtemos:

µ(E∗
n) =

∞∑
i=n+1

µ(Ei), (1.2.5)

Para finalizar a demonstração, substitúımos (1.2.5) na igualdade (1.2.2). Desta
forma obtemos que

µ(M)− µ(E∗
0 ) =

∞∑
n=1

( ∞∑
i=n

µ(Ei)
)
=

∞∑
n=1

nµ(En) =

∫
E

ρE dµ,

como queŕıamos demonstrar.

Em alguma situações, por exemplo quando o sistema (f, µ) é ergódico (esta
propriedade será definida e estudada em detalhe mais tarde) o conjunto E∗

0 tem
medida zero. Então a conclusão do teorema de Kac̆ diz que

1

µ(E)

∫
E

ρE dµ =
µ(M)

µ(E)
(1.2.6)

para todo conjunto mensurável E. O lado esquerdo desta igualdade é o tempo
médio de retorno a E. A igualdade (1.2.6) diz que o tempo médio de retorno é
inversamente proporcional à medida de E.

Observação 1.2.3. Por definição, E∗
n = f−n(E) \ ∪n−1

k=0f
−k(E). O fato de que

a soma (1.2.2) é finita implica que a medida deste conjunto converge para zero
quando n→ ∞. Isto será útil mais tarde.

1.2.3 Versão topológica

Agora suponhamos que M é um espaço topológico, munido da sua σ-álgebra de
Borel B. Dizemos que um ponto x ∈ M é recorrente para uma transformação
f : M → M se existe uma sequência nj → ∞ em N tal que fnj (x) → x.
Analogamente, dizemos que x ∈ M é recorrente para um fluxo (f t)t se existe
uma sequência tj → +∞ em R tal que f tj (x) → x quando j → ∞.

No próximo teorema supomos que o espaço topológico M admite uma base
enumerável de abertos, ou seja, existe uma famı́lia enumerável {Uk : k ∈ N} de
abertos tal que todo aberto de M pode ser escrito como união de elementos Uk

dessa famı́lia. Esta hipótese é satisfeita na maioria dos exemplos interessantes.

Teorema 1.2.4 (Recorrência de Poincaré). Suponhamos que M admite uma
base enumerável de abertos. Seja f : M → M uma transformação mensurável
e seja µ uma medida finita em M invariante por f . Então, µ-quase todo ponto
x ∈M é recorrente para f .
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Demonstração. Para cada k representamos por Ũk o conjunto dos pontos x ∈ Uk

que nunca regressam a Uk. De acordo com o Teorema 1.2.1, todo Ũk tem medida
nula. Consequentemente, a união enumerável

Ũ =
∪
k∈N

Ũk

tem medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema será suficiente que
mostremos que todo ponto x que não está em Ũ é recorrente. Isso é fácil, como
vamos ver. Seja x ∈M\Ũ e seja U uma vizinhança qualquer de x. Por definição,
existe algum elemento Uk da base de abertos tal que x ∈ Uk e Uk ⊂ U . Como
x não está em Ũ , também temos que x /∈ Ũk. Em outras palavras, existe algum
n ≥ 1 tal que fn(x) está em Uk. Em particular, fn(x) também está em U .
Como a vizinhança U é arbitrária, isto prova que x é um ponto recorrente.

Observe que as conclusões dos Teoremas 1.2.1 e 1.2.4 não são verdadeiras,
em geral, se omitirmos a hipótese de que a medida µ é finita:

Exemplo 1.2.5. Seja f : R → R a translação de 1 unidade, isto é, a trans-
formação definida por f(x) = x + 1 para todo x ∈ R. É fácil verificar que f
deixa invariante a medida de Lebesgue em R (que é infinita). Por outro lado,
nenhum ponto é recorrente para f . Portanto, pelo teorema de recorrência, f
não pode admitir nenhuma medida invariante finita.

No entanto, é posśıvel estender estes enunciados para certos casos de medidas
infinitas: veja o Exerćıcio 1.6.7.

Para terminar, apresentamos uma versão puramente topológica do Teo-
rema 1.2.4, chamada teorema de recorrência de Birkhoff, que não faz qualquer
menção a medidas invariantes:

Teorema 1.2.6 (Recorrência de Birkhoff). Se f : M → M é uma trans-
formação cont́ınua num espaço métrico compacto M , então existe algum ponto
x ∈M que é recorrente para f .

Demonstração. Considere a famı́lia I de todos os conjuntos fechados não-vazios
X ⊂ M que são invariantes, no sentido de que f(X) ⊂ X. Esta famı́lia é não-
vazia, uma vez que M ∈ I. Afirmamos que um elemento X ∈ I é minimal
para a relação de inclusão se, e somente se, a órbita de todo ponto x ∈ X é
densa em X. De fato, é claro que se X é fechado invariante então X contém o
fecho da órbita de qualquer dos seus pontos. Logo, para ser minimal X precisa
coincidir com qualquer desses fechos. Reciprocamente, pela mesma razão, se X
coincide com o fecho da órbita de qualquer dos seus pontos então ele coincide
com qualquer subconjunto fechado invariante, ou seja, X é minimal. Isto prova
a nossa afirmação. Em particular, qualquer ponto x num conjunto minimal
é recorrente. Logo, para provar o teorema basta mostrar que existe algum
conjunto minimal.

Afirmamos que todo conjunto totalmente ordenado {Xα} ⊂ I admite algum
minorante. De fato, considere X = ∩αXα. Observe que X é não-vazio, uma



8 CAPÍTULO 1. MEDIDAS INVARIANTES E RECORRÊNCIA

vez que os Xα são compactos e constituem uma famı́lia totalmente ordenada.
É claro que X é fechado e invariante por f e também que ele é um minorante
para o conjunto {Xα}. Isto prova a nossa afirmação. Agora podemos aplicar o
Lema de Zorn para concluir que I realmente contém elementos minimais.

O Teorema 1.2.6 também segue imediatamente do Teorema 1.2.4 juntamente
com o fato, que provaremos mais tarde, que toda transformação cont́ınua num
espaço métrico compacto admite alguma medida de probabilidade invariante.

1.3 Exemplos

Em seguida vamos descrever alguns exemplos simples de medidas invariantes
por transformações ou por fluxos, que nos ajudam a interpretar o significado do
teorema de recorrência de Poincaré, bem como obter conclusões interessantes.

1.3.1 Expansão decimal

O nosso primeiro exemplo é a transformação definida no intervalo [0, 1] do se-
guinte modo

f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 10x− [10x]

onde [10x] representa o maior inteiro menor ou igual a 10x. Em outras palavras,
f associa a cada x ∈ [0, 1] a parte fracionária de 10x.

Afirmamos que a medida de Lebesgue µ no intervalo é invariante pela trans-
formação f , isto é, ela satisfaz a condição

µ(E) = µ(f−1(E)) para todo conjunto mensurável E ⊂M. (1.3.1)

Esse fato pode ser verificado da seguinte forma. Comecemos por supor que E é
um intervalo. Então, a pré-imagem f−1(E) consiste de dez intervalos, cada um
deles dez vezes mais curto do que E. Logo, a medida de Lebesgue de f−1(E) é
igual à medida de Lebesgue de E. Isto mostra que (1.3.1) é satisfeita no caso
de intervalos. Como consequência, essa relação é satisfeita sempre que E é uma
união finita de intervalos. Agora, a famı́lia das uniões finitas de intervalos é
uma álgebra que gera a σ-álgebra de Borel de [0, 1]. Portanto, para concluir a
demonstração basta usar o seguinte fato geral:

Lema 1.3.1. Seja f :M →M uma transformação mensurável e µ uma medida
finita em M . Suponha que existe uma álgebra A de subconjuntos mensuráveis
de M tal que A gera a σ-álgebra B de M e µ(E) = µ(f−1(E)) para todo E ∈ A.
Então o mesmo vale para todo conjunto E ∈ B, isto é, a medida µ é invariante
por f .

Demonstração. Comecemos por provar que C = {E ∈ B : µ(E) = µ(f−1(E))}
é uma classe monótona. Para isso, seja E1 ⊂ E2 ⊂ . . . uma sequência de ele-
mentos em C e seja E = ∪∞

i=1Ei. Pelo Teorema A.1.14 (veja o Exerćıcio A.1.9),
temos que

µ(E) = lim
i
µ(Ei) e µ(f−1(E)) = lim

i
µ(f−1(Ei)).
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Então, usando o fato de que Ei ∈ C,

µ(E) = lim
i
µ(Ei) = lim

i
µ(f−1(Ei)) = µ(f−1(E)).

Logo E ∈ C. De modo inteiramente análogo se mostra que a interseção de
qualquer sequência decrescente de elementos de C está em C. Isto prova que C
é de fato uma classe monótona.

Agora é fácil obter a conclusão do lema. Note que C contém A, por hipótese.
Portanto, usando o teorema das classes monótonas (Teorema A.1.18), segue que
C contém a σ-álgebra B gerada por A. Isto é precisamente o que queŕıamos
provar.

Agora vamos explicar como, a partir do fato de que a medida de Lebesgue é
invariante pela transformação f , podemos obter conclusões interessantes usando
o teorema de recorrência de Poincaré. A função f tem uma relação direta com
o algoritmo da expansão decimal: se x é dado por

x = 0, a0a1a2a3 · · ·

com ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} e ai ̸= 9 para infinitos valores de i, então a sua
imagem é dada por

f(x) = 0, a1a2a3 · · · .

Com isso, fica fácil escrever a expressão do iterado n-ésimo, para qualquer n ≥ 1:

fn(x) = 0, anan+1an+2 · · · (1.3.2)

Agora, seja E o subconjunto dos x ∈ [0, 1] cuja expansão decimal começa
com o d́ıgito 7, ou seja, tais que a0 = 7. De acordo com o Teorema 1.2.1, quase
todo elemento de E tem infinitos iterados que também estão em E. Levando
em conta a expressão (1.3.2), isto quer dizer que existem infinitos valores de n
tais que an = 7. Portanto, provamos que quase todo número x cuja expansão
decimal começa por 7 tem infinitos d́ıgitos iguais a 7.

Claro que no lugar de 7 podemos considerar qualquer outro d́ıgito. Além
disso, também podemos considerar blocos com vários d́ıgitos (Exerćıcio 1.6.14).
Mais tarde provaremos um resultado muito mais forte: para quase todo número
x ∈ [0, 1], todo d́ıgito aparece com frequência 1/10 na expansão decimal de x.

1.3.2 Transformação de Gauss

O sistema que apresentamos nesta seção está relacionado com outro impor-
tante algoritmo em Teoria dos Números, a expansão de um número em fração
cont́ınua, cuja origem remonta ao problema de achar a melhor aproximação
racional para um número real qualquer. Vamos descrever este algoritmo sucin-
tamente.

Dado um número x0 ∈ (0, 1), sejam

a1 =

[
1

x0

]
e x1 =

1

x0
− a1.
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Note que a1 é um número natural, x1 ∈ [0, 1) e tem-se

x0 =
1

a1 + x1
.

Supondo que x1 seja diferente de zero, podemos repetir o processo, definindo

a2 =

[
1

x1

]
e x2 =

1

x1
− a2.

Então

x1 =
1

a1 + x2
e portanto x0 =

1

a1 +
1

a2 + x2

.

Por recorrência, para cada n ≥ 1 tal que xn−1 ∈ (0, 1) define-se

an =

[
1

xn−1

]
e xn =

1

xn−1
− an = G(xn−1)

e tem-se

x0 =
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·+ 1

an + xn

. (1.3.3)

Pode mostrar-se que a sequência

zn =
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·+ 1

an

(1.3.4)

converge para x0 quando n→ ∞, e é usual traduzir este fato escrevendo

x0 =
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·+ 1

an +
1

· · ·

, (1.3.5)

que é chamada expansão em fração cont́ınua de x0.
Note que a sequência (zn)n definida pela relação (1.3.4) consiste de números

racionais. De fato, mostra-se que estes são os números racionais que melhor
aproximam o número x0, no sentido de que zn está mais próximo de x0 do
que qualquer outro número racional com denominador menor ou igual que o
denominador de zn (escrito em forma irredut́ıvel). Observe também que para
obter (1.3.5) supusemos que xn ∈ (0, 1) para todo n ∈ N. Se encontramos algum
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xn = 0, o processo para nesse momento e consideramos (1.3.3) a expansão em
fração cont́ınua de x0. Claro que este último caso ocorre somente se x0 é um
número racional.

O algoritmo de expansão em fração cont́ınua está intimamente conectado
com o sistema dinâmico no intervalo [0, 1] que vamos descrever a seguir. A
transformação de Gauss G : [0, 1] → [0, 1] é definida por

G(x) =
1

x
−
[
1

x

]
= parte fracionária de 1/x,

se x ∈ (0, 1] e G(0) = 0. O gráfico de G pode ser esboçado facilmente, a partir
da seguinte observação: para todo x em cada intervalo Ik = (1/(k + 1), 1/k] a
parte inteira de 1/x é igual a k e, portanto, G(x) = 1/x− k.

A expansão em fração cont́ınua de qualquer número x0 ∈ (0, 1) pode ser
obtida a partir da transformação de Gauss, da seguinte forma: para cada n ≥ 1
o número natural an é determinado por

Gn−1(x0) ∈ Ian

e xn é simplesmente o n-ésimo iterado Gn(x0) de x0. Este processo termina
se encontrarmos algum xn = 0; como explicamos anteriormente, isto só pode
acontecer se o número x0 for racional (veja o Exerćıcio 1.6.16). Em particular,
existe um conjunto com medida de Lebesgue total tal que todos os iterados de
G estão definidos para os pontos deste conjunto.

O que torna esta transformação interessante do ponto de vista da Teoria
Ergódica é que G admite uma probabilidade invariante que é equivalente à
medida de Lebesgue no intervalo. De fato, considere a medida definida por

µ(E) =

∫
E

c

1 + x
dx para cada mensurável E ⊂ [0, 1], (1.3.6)

onde c é uma constante positiva. Note que a integral está bem definida, já que
a função integrando é cont́ınua no intervalo [0, 1]. Além disso, essa função toma
valores no intervalo [c/2, c] e, portanto,

c

2
m(E) ≤ µ(E) ≤ cm(E) (1.3.7)

para todo conjunto mensurável E ⊂ [0, 1]. Em particular, µ é de fato equivalente
à medida de Lebesgue m, isto é, as duas medidas têm os mesmos conjuntos com
medida nula.

Proposição 1.3.2. A medida µ é invariante por G. Além disso, se escolhermos
c = 1/ log 2 então µ é uma probabilidade.

Demonstração. Vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 1.3.3. Seja f : [0, 1] → [0, 1] uma transformação tal que existem inter-
valos abertos I1, I2, . . . disjuntos dois-a-dois tais que
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1. a união ∪kIk tem medida de Lebesgue total em [0, 1] e

2. a restrição fk = f | Ik a cada Ik é um difeomorfismo sobre (0, 1).

Seja ρ : [0, 1] → [0,∞) uma função integrável (para a medida de Lebesgue) com

ρ(y) =
∑

x∈f−1(y)

ρ(x)

|f ′(x)|
(1.3.8)

para quase todo y ∈ [0, 1]. Então a medida µ = ρdx é invariante por f .

Demonstração. Seja ϕ = χE a função caracteŕıstica de um conjunto mensurável
E ⊂ [0, 1] qualquer. Pela fórmula de mudança de variáveis,∫

Ik

ϕ(f(x))ρ(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(y)ρ(f−1
k (y))|(f−1

k )′(y)| dy.

Note que (f−1
k )′(y) = 1/f ′(f−1

k (y)). Portanto, a relação anterior implica que∫ 1

0

ϕ(f(x))ρ(x) dx =

∞∑
k=1

∫
Ik

ϕ(f(x))ρ(x) dx

=

∞∑
k=1

∫ 1

0

ϕ(y)
ρ(f−1

k (y))

|f ′(f−1
k (y))|

dy.

(1.3.9)

Usando o teorema da convergência monótona (Teorema A.2.9) e a hipótese
(1.3.8), vemos que a última expressão em (1.3.9) é igual a∫ 1

0

ϕ(y)

∞∑
k=1

ρ(f−1
k (y))

|f ′(f−1
k (y))|

dy =

∫ 1

0

ϕ(y)ρ(y) dy.

Deste jeito mostramos que
∫ 1

0
ϕ(f(x))ρ(x) dx =

∫ 1

0
ϕ(y)ρ(y) dy. Como µ = ρdx

e ϕ = XE , isto quer dizer que µ(f−1(E)) = µ(E) para todo conjunto mensurável
E ⊂ [0, 1]. Portanto, µ é invariante por f .

Para concluir a demonstração da Proposição 1.3.2 devemos mostrar que a
condição (1.3.8) vale para ρ(x) = c/(1 + x) e f = G. Seja Ik = (1/(k + 1), 1/k)
e seja Gk a restrição de G a Ik. Note que G−1

k (y) = 1/(y+k) para todo k. Note
também que G′(x) = (1/x)′ = −1/x2 para todo x ̸= 0. Portanto,

∞∑
k=1

ρ(G−1
k (y))

|G′(G−1
k (y))|

=

∞∑
k=1

c(y + k)

y + k + 1

( 1

y + k

)2
=

∞∑
k=1

c

(y + k)(y + k + 1)
. (1.3.10)

Observando que

1

(y + k)(y + k + 1)
=

1

y + k
− 1

y + k + 1
,
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vemos que a última soma em (1.3.10) pode ser escrita na forma telescópica:
todos os termos, exceto o primeiro, aparecem duas vezes, com sinais contrários,
e portanto se cancelam. Logo a soma é igual ao primeiro termo:

∞∑
k=1

c

(y + k)(y + k + 1)
=

c

y + 1
= ρ(y).

Isto mostra que a igualdade (1.3.8) é realmente satisfeita e, portanto, podemos
usar o Lema 1.3.1 para concluir que µ é invariante.

Finalmente, usando a primitiva c log(1 + x) da função ρ(x) vemos que

µ([0, 1]) =

∫ 1

0

c

1 + x
dx = c log 2.

Logo, escolhendo c = 1/ log 2 obtemos que µ é uma probabilidade.

Esta proposição permite utilizar ideias de Teoria Ergódica, aplicadas à trans-
formação de Gauss, para obter conclusões interessantes em Teoria dos Números.
Por exemplo (veja o Exerćıcio 1.6.15), o número 7 aparece infinitas vezes na ex-
pansão em fração cont́ınua de quase todo número x0 ∈ (1/8, 1/7), isto é, tem-se
an = 7 para infinitos valores de n ∈ N. Mais tarde provaremos um fato muito
mais preciso, que implica o seguinte: para quase todo x0 ∈ (0, 1) o número 7
aparece com frequência

1

log 2
log

64

63

na sua expansão em fração cont́ınua. Tente intuir desde já de onde vem este
número!

1.3.3 Rotações no ćırculo

Considere na reta R a relação de equivalência∼ que identifica quaisquer números
cuja diferença é um número inteiro, isto é:

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Z.

Representamos por [x] ∈ R/Z a classe de equivalência de qualquer x ∈ R e
denotamos por R/Z o espaço de todas as classes de equivalência. Este espaço
será chamado de ćırculo e também será denotado por S1. A razão de ser desta
terminologia é que R/Z pode ser identificado de maneira natural com o ćırculo
unitário no plano complexo, por meio da aplicação

ϕ : R/Z → {z ∈ C : |z| = 1}, [x] 7→ e2πxi. (1.3.11)

Note que ϕ está bem definida: a expressão e2πxi não depende da escolha do
representante x na classe [x], uma vez que a função x 7→ e2πxi é periódica de
peŕıodo 1. Além disso, ϕ é uma bijeção.
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O ćırculo herda da reta uma estrutura de grupo abeliano, dada pela operação

[x] + [y] = [x+ y].

Observe que esta definição está bem formulada: a classe de equivalência do lado
direito não depende da escolha dos representantes x e y das classes do lado
esquerdo. Dado θ ∈ R, chamamos rotação de ângulo θ a transformação

Rθ : R/Z → R/Z, [x] 7→ [x+ θ] = [x] + [θ].

Note que a aplicação que lhe corresponde em {z ∈ C : |z| = 1}, via a identi-
ficação (1.3.11), é o que chamaŕıamos de rotação de ângulo 2πθ, ou seja, é a
restrição ao ćırculo unitário da transformação z 7→ e2πθiz. É imediato da de-
finição que R0 é a identidade e Rθ ◦Rτ = Rθ+τ para todo θ e τ . Em particular,
toda rotação Rθ é invert́ıvel e a inversa é R−θ.

Também podemos munir S1 com uma estrutura natural de espaço de proba-
bilidade, da seguinte forma. Seja π : R → S1 a projeção canônica que associa a
cada x ∈ R a respectiva classe de equivalência [x]. Primeiramente, dizemos que
um conjunto E ⊂ S1 é mensurável se π−1(E) é um subconjunto mensurável da
reta. Em seguida, seja m a medida de Lebesgue na reta. Definimos a medida
de Lebesgue µ no ćırculo da seguinte forma:

µ(E) = m
(
π−1(E) ∩ [k, k + 1)

)
para qualquer k ∈ Z.

Note que o lado esquerdo desta igualdade não depende de k, uma vez, por
definição, π−1(E)∩ [k, k+1) =

(
π−1(E)∩ [0, 1)

)
+ k e a medida m é invariante

por translações.
É claro da definição que µ é uma probabilidade. Além disso, µ é invari-

ante por toda rotação Rθ (trata-se da única medida de probabilidade com esta
propriedade, como veremos no Exerćıcio 1.6.20). Isto pode ser mostrado da
seguinte forma. Por definição, π−1(R−1

θ (E)) = π−1(E)− θ para todo conjunto
mensurável E ⊂ S1. Seja k a parte inteira de θ. Como m é invariante por
translações,

m
(
(π−1(E)− θ) ∩ [0, 1)

)
= m

(
π−1(E) ∩ [θ, θ + 1)

)
= m

(
π−1(E) ∩ [θ, k + 1)

)
+m

(
π−1(E) ∩ [k + 1, θ + 1)

)
.

Note que π−1(E)∩ [k+1, θ+1) =
(
π−1(E)∩ [k, θ)

)
+1. Portanto, a expressão

no lado direito da igualdade anterior pode ser escrita como

m
(
π−1(E) ∩ [θ, k + 1)

)
+m

(
π−1(E) ∩ [k, θ)

)
= m

(
π−1(E) ∩ [k, k + 1)

)
.

Combinando estas duas igualdades obtemos que

µ
(
R−1

θ (E)
)
= m

(
π−1(R−1

θ (E) ∩ [0, 1))
)
= m

(
π−1(E) ∩ [k, k + 1)

)
= µ(E)

para todo conjunto mensurável E ⊂ S1.
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A dinâmica da rotação Rθ : S1 → S1 apresenta dois comportamentos bem
distintos, dependendo do valor de θ. Se θ é racional, digamos θ = p/q com p ∈ Z
e q ∈ N, então

Rq
θ([x]) = [x+ qθ] = [x] para todo [x].

Como consequência, todo ponto x ∈ S1 é periódico de peŕıodo q. No caso
contrário temos:

Proposição 1.3.4. Se θ é irracional então O([x]) = {Rn
θ ([x]) : n ∈ N} é um

subconjunto denso de R/Z para todo [x].

Demonstração. Afirmamos que o conjunto D = {m + nθ : m ∈ Z, n ∈ N} é
denso em R. De fato, considere um número qualquer r ∈ R. Dado qualquer
ε > 0, podemos escolher p ∈ Z e q ∈ N tais que |qθ−p| < ε. Note que o número
a = qθ − p é necessariamente diferente de zero, uma vez que θ é irracional.
Suponhamos que a é positivo (o outro caso é análogo). Subdividindo a reta
em intervalos de comprimento a, vemos que existe um número inteiro l tal que
0 ≤ r − la < a. Isto implica que

|r − (lqθ − lp)| = |r − la| < a < ε.

Como m = lq e n = −lq são inteiros e ε é arbitrário, isto mostra que r está no
fecho do conjunto D, para todo r ∈ R.

Agora, dados y ∈ R e ε > 0, podemos tomar r = y−x e, usando o parágrafo
anterior, podemos encontrar m,n ∈ Z tais que |m + nθ − (y − x)| < ε. Isto
equivale a dizer que a distância de [y] ao iterado Rn

θ ([x]) é menor que ε. Como
x, y e ε são arbitrários, isto mostra que toda órbita O([x]) é densa.

Em particular, segue que todo ponto do ćırculo é recorrente para Rθ (isto
também é verdade quando θ é racional). A proposição anterior também terá
várias implicações interessantes no estudo das medidas invariantes de Rθ. Entre
outras coisas, veremos posteriormente que se θ é irracional então a medida de
Lebesgue é a única medida de probabilidade que é preservada por Rθ. Relacio-
nado com isso, veremos que as órbitas de Rθ se distribuem de modo uniforme
em S1.

1.3.4 Rotações em toros

As noções que acabamos de apresentar podem ser generalizadas para qualquer
dimensão, como vamos explicar em seguida. Para cada d ≥ 1, considere a
relação de equivalência em Rd que identifica dois vetores se a sua diferença é
um vetor com coordenadas inteiras:

(x1, . . . , xd) ∼ (y1, . . . , yd) ⇔ (x1 − y1, . . . , xd − yd) ∈ Zd.

Representamos por [x] ou [(x1, . . . , xd)] a classe de equivalência de um vetor x =
(x1, . . . , xd) ∈ Rd qualquer. Chamamos toro de dimensão d ou, simplesmente,
d-toro o espaço

Td = Rd/Zd = (R/Z)d
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das classes de equivalência. Seja m a medida de volume em Rd. A operação

[(x1, . . . , xd)] + [(y1, . . . , yd)] = [(x1 + y1, . . . , xd + yd)]

faz de Td um grupo abeliano. A rotação associada a um vetor θ = (θ1, . . . , θd)
é

Rθ : Td → Td, Rθ([x]) = [x] + [θ].

A aplicação
ϕ : [0, 1]d → Td, (x1, . . . , xd) 7→ [(x1, . . . , xd)]

é sobrejetora e nos permite definir a medida de probabilidade de Lebesgue µ no
d-toro, por meio da seguinte fórmula: µ(B) = m

(
ϕ−1(B)

)
para todo B ⊂ Td

tal que ϕ−1(B) é mensurável. Esta medida é invariante por Rθ para todo θ.
Dizemos que um vetor θ = (θ1, . . . , θd) é racionalmente independente se para

quaisquer números inteiros n0, n1, . . . , nd temos que

n0 + n1θ1 + · · ·+ ndθd = 0 ⇒ n0 = n1 = · · · = nd = 0.

Caso contrário dizemos que θ é racionalmente dependente. Pode mostrar-se que
θ é racionalmente independente se, e somente se, a rotação Rθ é uma trans-
formação minimal, ou seja, a órbita O([x]) = {Rn

θ ([x]) : n ∈ N} é um subcon-
junto denso de Td para todo [x]. A este respeito, veja os Exerćıcios 1.6.21-1.6.22
e também o Corolário 3.2.3.

1.3.5 Transformações conservativas

SejaM um aberto do espaço euclidiano Rd e seja f :M →M um difeomorfismo
de classe C1. Isto quer dizer que f é uma bijeção e tanto ele quanto a sua inversa
são deriváveis com derivada cont́ınua. Representaremos por vol a medida de
Lebesgue, ou medida de volume, em M . A fórmula de mudança de variáveis
afirma que, para qualquer conjunto mensurável B ⊂M ,

vol(f(B)) =

∫
B

|detDf | dx. (1.3.12)

Daqui se deduz facilmente o seguinte fato:

Lema 1.3.5. Um difeomorfismo f : M → M de classe C1 deixa invariante a
medida de volume se, e somente se, o valor absoluto |detDf | do seu jacobiano
é constante igual a 1.

Demonstração. Suponha primeiro que o valor absoluto do jacobiano é igual a 1
em todo ponto. Considere um conjunto mensurável E e seja B = f−1(E). A
fórmula (1.3.12) dá que

vol(E) =

∫
B

1 dx = vol(B) = vol(f−1(E)).

Isto significa que f deixa invariante o volume e, portanto, provamos a parte
“se”do enunciado.



1.3. EXEMPLOS 17

Para provar a parte “somente se”, suponha que |detDf | fosse maior que 1 em
algum ponto x. Então, como o jacobiano é cont́ınuo, existiria uma vizinhança
U de x e algum número σ > 1 tais que

|detDf(y)| ≥ σ para todo y ∈ U.

Então a fórmula (1.3.12) aplicada a B = U daria

vol(f(U)) ≥
∫
U

σ dx ≥ σ vol(U).

Denotando E = f(U), isto implica que vol(E) > vol(f−1(E)) e, portanto, f não
deixa invariante o volume. Do mesmo modo se mostra que se o valor absoluto
do jacobiano é menor que 1 em algum ponto então f não deixa invariante o
volume.

1.3.6 Fluxos conservativos

Agora vamos analisar a questão da invariância da medida de volume no caso de
fluxos f t :M →M , t ∈ R. Continuamos supondo queM é um aberto do espaço
euclideano Rd. Também suporemos que o fluxo é de classe C1, no sentido de
que a aplicação (t, x) 7→ f t(x) é de classe C1. Então cada transformação f t é
um difeomorfismo C1: a inversa é f−t. Como f0 é a identidade e o jacobiano
varia continuamente, obtemos que detDf t(x) > 0 em todo ponto.

Aplicando o Lema 1.3.5 neste contexto, obtemos que o fluxo deixa invariante
a medida de volume se, e somente se,

detDf t(x) = 1 para todo x ∈ U e todo t ∈ R. (1.3.13)

No entanto esta conclusão não é muito útil na prática porque, em geral, não
temos uma expressão expĺıcita para f t e, portanto, não é claro como verificar
a condição (1.3.13). Felizmente, existe uma expressão razoavelmente expĺıcita
para o jacobiano, de que iremos falar em seguida, que pode ser usada em muitas
situações interessantes.

Suponhamos que o fluxo f t : M → M corresponde às trajetórias de um
campo de vetores F : M → Rd de classe C1. Em outras palavras, t 7→ f t(x) é
a solução da equação diferencial

dy

dt
= F (y) (1.3.14)

que tem x como condição inicial (quando tratando de equações diferenciais sem-
pre suporemos que as suas soluções estão definidas para todo tempo).

A fórmula de Liouville exprime o jacobiano de f t em termos do divergente
divF do campo de vetores:

detDf t(x) = exp
( ∫ t

0

divF (fs(x)) ds
)

para todo x e todo t.
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Lembre que o divergente de um campo de vetores F é o traço da sua matriz
jacobiana, isto é

divF =
∂F1

∂x1
+ · · ·+ ∂Fd

∂xd
. (1.3.15)

Combinando a fórmula de Liouville com (1.3.13) obtemos:

Lema 1.3.6 (Liouville). O fluxo (f t)t associado a um campo de vetores F de
classe C1 deixa invariante a medida de volume se, e somente se, o divergente
de F é identicamente nulo.

Podemos generalizar esta discussão para o caso em que M é uma variedade
riemanniana qualquer, de dimensão d ≥ 2.

Por simplicidade, suponhamos que a variedade é orientável. Neste caso, a
medida de Lebesgue é dada por uma d-forma diferenciável ω, chamada forma
de volume, que se escreve em coordenadas locais como ω = ρdx1 · · · dxd. Isto
significa que o volume de qualquer conjunto mensurável B contido num domı́nio
de coordenadas locais (x1, . . . , xd) é dado por

vol(B) =

∫
B

ρ(x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd.

Seja F um campo de vetores de classe C1 em M . Escrevendo

F (x1, . . . , xd) = (F1(x1, . . . , xd), . . . , Fd(x1, . . . , xd)),

podemos definir o divergente de F como sendo

divF =
∂(ρF )

∂x1
+ · · ·+ ∂(ρF )

∂xd

(a definição não depende da escolha das coordenadas locais). Então temos a
seguinte versão do teorema de Liouville (a prova pode ser encontrada no livro
de Sternberg [Ste58]):

Teorema 1.3.7 (Liouville). O fluxo (f t)t associado a um campo de vetores F
de classe C1 preserva a medida de volume na variedade M se, e somente se,
divF = 0 em todo ponto.

Então, segue do teorema de recorrência para fluxos que, se a variedade M
tem volume finito (por exemplo, se M é compacta) e divF = 0, então quase
todo ponto é recorrente para o fluxo de F .

1.4 Teoremas de recorrência múltipla

Vamos considerar famı́lias finitas de transformações fi : M → M , i = 1, . . . , q
que comutam entre si, isto é, tais que

fi ◦ fj = fj ◦ fi para todo i, j ∈ {1, . . . , q}.
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O objetivo é mostrar que os resultados da Seção 1.2 se estendem para este
contexto: obtemos pontos que são simultaneamente recorrentes por todas as
transformações.

O primeiro resultado nesta linha generaliza o teorema de recorrência de
Birkhoff (Teorema 1.2.6):

Teorema 1.4.1 (Recorrência múltipla de Birkhoff). Seja M um espaço métrico
compacto e sejam f1, . . . , fq : M → M transformações cont́ınuas que comutam
entre si. Então existe a ∈M e existe uma sequência (nk)k → ∞ tal que

lim
k
fnk
i (a) = a para todo i = 1, . . . , q. (1.4.1)

A demonstração deste teorema será dada na Seção 1.4.1. A seguir, discuti-
mos a seguinte generalização do teorema de recorrência de Poincaré:

Teorema 1.4.2 (Recorrência múltipla de Poincaré). Seja (M,B, µ) um espaço
de probabilidade e sejam fi :M →M , i = 1, . . . , q transformações mensuráveis
que preservam µ e que comutam entre si. Então, para qualquer conjunto E ⊂M
com medida positiva, existe n ≥ 1 tal que

µ
(
E ∩ f−n

1 (E) ∩ · · · ∩ f−n
q (E)

)
> 0.

Em outras palavras, existe algum tempo n tal que os iterados de um sub-
conjunto com medida positiva de pontos de E retornam a E, simultaneamente
para todas as transformações fi, nesse momento n.

A demonstração do Teorema 1.4.2 não será apresentada aqui; veja o livro de
Furstenberg [Fur77]. Vamos apenas mencionar algumas consequências diretas
e, mais tarde, usaremos o teorema para provar o teorema de Szemerédi sobre
existência de progressões aritméticas em subconjuntos ‘densos’ dos números
inteiros.

Observe, primeiramente, que o conjunto dos retornos simultâneos é sempre
infinito. De fato, seja n qualquer iterado como no enunciado. Aplicando o
Teorema 1.4.2 ao conjunto F = E ∩ f−n

1 (E)∩ · · · ∩ f−n
q (E), obtemos que existe

m ≥ 1 tal que

µ
(
E ∩ f−(m+n)

1 (E) ∩ · · · ∩ f−(m+n)
q (E)

)
≥ µ

(
F ∩ f−m

1 (F ) ∩ · · · ∩ f−m
q (F )

)
> 0.

Em outras palavras, m + n também é um retorno simultâneo a E, para algum
subconjunto de E com medida positiva.

Segue que, para qualquer conjunto E ⊂ M com µ(E) > 0 e para µ-quase
todo ponto x ∈ E existem infinitos iterados n que são retornos simultâneos de x
a E, ou seja, que satisfazem fni (x) ∈ E para todo i = 1, . . . , q. De fato, suponha
que existisse um subconjunto F ⊂ E com medida positiva tal que todo ponto
de F tem um número finito de retornos simultâneos a E. Por um lado, a menos
de substituir F por um subconjunto adequado, podemos supor que todos esses
retornos simultâneos dos pontos de F ao conjunto E são menores que um dado
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k ≥ 1 fixado. Por outro lado, usando o parágrafo anterior, existe n > k tal
que G = F ∩ f−n

1 (F ) ∩ · · · ∩ f−n
q (F ) tem medida positiva. Ora, é imediato da

definição que n é um retorno simultâneo a E para todo x ∈ G. Isto contradiz a
escolha de F , provando a nossa afirmação.

Outro corolário simples é o teorema de recorrência múltipla de Birkhoff (Te-
orema 1.4.1). De fato, se fi : M → M , i = 1, 2, . . . , q são transformações
cont́ınuas num espaço métrico compacto que comutam entre si, então existe
alguma probabilidade invariante µ comum a todas essas transformações. Con-
sidere qualquer base enumerável {Uk} da topologia de M . De acordo com o
parágrafo anterior, para cada k existe um conjunto Ũk ⊂ Uk com medida nula
tal que todo ponto de Uk \ Ũk tem infinitos retornos simultâneos a Uk. Então
Ũ = ∪kŨk tem medida nula e todo ponto do seu complementar é simultanea-
mente recorrente, no sentido do Teorema 1.4.1.

1.4.1 Teorema de recorrência múltipla de Birkhoff

Vamos tratar o caso em que as transformações f1, . . . , fq são homeomorfismos
de M , que é suficiente para os nossos objetivos no presente caṕıtulo. O caso
geral pode ser deduzido facilmente usando a ideia de extensão natural.

O teorema pode ser reformulado do seguinte modo útil. Considere a trans-
formação F : Mq → Mq definida no espaço produto Mq = M × · · · ×M por
F (x1, . . . , xq) = (f1(x1), . . . , fq(xq)). Denote por ∆q a diagonal de Mq, ou seja,
o subconjunto dos pontos da forma x̃ = (x, . . . , x). O Teorema 1.4.1 afirma,
precisamente, que existe ã ∈ ∆q e existe (nk)k → ∞ tal que

lim
k
Fnk(ã) = ã. (1.4.2)

A demonstração será por indução no número q de transformações. O caso
q = 1 está contido no Teorema 1.2.6. A seguir, considere qualquer q ≥ 2
e suponha que o enunciado é verdadeiro para qualquer famı́lia formada por
q − 1 homeomorfismos que comutam entre si. Vamos provar que ele também é
verdadeiro para a famı́lia f1, . . . , fq.

Denote por G o grupo (abeliano) gerado pelos homeomorfismos f1, . . . , fq.
Dizemos que um conjunto X ⊂M é G-invariante se g(X) ⊂ X para todo g ∈ G.
Considerando também a inversa g−1, vemos que isto implica g(X) = X para
todo g ∈ G. Tal como fizemos no Teorema 1.2.6, podemos usar o lema de
Zorn para concluir que existe algum conjunto X ⊂ M não-vazio fechado G-
invariante minimal (Exerćıcio 1.6.26). O enunciado do teorema não é afetado se
substituirmos M por X. Portanto, não constitui restrição supor que o espaço
ambiente M é minimal. Essa suposição será usada da seguinte forma:

Lema 1.4.3. Se M é minimal então para todo aberto não-vazio U ⊂M existe
um subconjunto finito H ⊂ G tal que∪

h∈H

h−1(U) =M.
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Demonstração. Dado qualquer x ∈M , o fecho da órbita G(x) = {g(x) : g ∈ G}
é um subconjunto não-vazio de M , fechado e G-invariante. Portanto, a hipótese
de que M é minimal implica que a órbita G(x) é densa em M . Em particular,
existe g ∈ G tal que g(x) ∈ U . Isto prova que {g−1(U) : g ∈ G} é uma cobertura
aberta deM . Por compacidade, segue que existe uma subcobertura finita. Essa
é, precisamente, a afirmação no lema.

Consideraremos o produto Mq munido da distância dada por

d
(
(x1, . . . , xq), (y1, . . . , yq)

)
= max{d(xi, yi) : 1 ≤ i ≤ q}.

Note que a aplicação M → ∆q, x 7→ x̃ = (x, . . . , x) é um homeomorfismo e,
mesmo, uma isometria para esta escolha da distância. Todo aberto U ⊂ M
corresponde a um aberto Ũ ⊂ ∆q via esse homeomorfismo. Dado qualquer
g ∈ G, representaremos por g̃ : Mq → Mq o homeomorfismo definido por
g̃(x1, . . . , xq) = (g(x1), . . . , g(xq)). O fato de que G é abeliano implica que g̃
comuta com F ; note também que todo g̃ preserva a diagonal ∆q. Então a
conclusão do Lema 1.4.3 pode ser reescrita na seguinte forma:∪

h∈H

h̃−1(Ũ) = ∆q. (1.4.3)

Lema 1.4.4. Dado ε > 0 existem x̃, ỹ ∈ ∆q e n ≥ 1 tais que d(Fn(x̃), ỹ) < ε.

Demonstração. Defina gi = fi ◦ f−1
q para cada i = 1, . . . , q − 1. A hipótese de

que os fi comutam entre si implica que o mesmo vale para os gi. Então, pela
hipótese de indução, existe y ∈M e (nk)k → ∞ tal que

lim
k
gnk
i (y) = y para todo i = 1, . . . , q − 1.

Denote xk = f−nk
q (y) e considere x̃k = (xk, . . . , xk) ∈ ∆q. Então,

Fnk(x̃k) = (fnk
1 f−nk

q (y), . . . , fnk
q−1f

−nk
q (y), fnk

q f−nk
q (y))

= (gnk
1 (y), . . . , gnk

q−1(y), y)

converge para (y, . . . , y, y) quando k → ∞. Isto prova o lema com x̃ = x̃k,
ỹ = (y, . . . , y, y) e n = nk para qualquer k suficientemente grande.

Em seguida, mostraremos que o ponto ỹ no Lema 1.4.4 é arbitrário:

Lema 1.4.5. Dados ε > 0 e z̃ ∈ ∆q existem w̃ ∈ ∆q e m ≥ 1 satisfazendo
d(Fm(w̃), z̃) < ε.

Demonstração. Dados ε > 0 e z̃ ∈ ∆q, considere Ũ = bola aberta de centro z̃
e raio ε/2. Pelo Lema 1.4.3 e pela observação (1.4.3), podemos encontrar um

conjunto finito H ⊂ G tal que os conjuntos h̃−1(Ũ), h ∈ H cobrem ∆q. Como
os elementos de G são (uniformemente) cont́ınuos, existe δ > 0 tal que

d(x̃1, x̃2) < δ ⇒ d(h̃(x̃1), h̃(x̃2)) < ε/2 para todo h ∈ H.
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Pelo Lema 1.4.4 existem x̃, ỹ ∈ ∆q e n ≥ 1 tais que d(Fn(x̃), ỹ) < δ. Fixe h ∈ H
tal que ỹ ∈ h̃−1(Ũ). Então,

d
(
h̃(Fn(x̃)), z̃

)
≤ d

(
h̃(Fn(x̃)), h̃(ỹ)

)
+ d

(
h̃(ỹ), z̃

)
< ε/2 + ε/2.

Tome w̃ = h̃(x̃). Como h̃ comuta com Fn, a desigualdade anterior dá que
d(Fn(w̃), z̃) < ε, como queŕıamos provar.

Usando o Lema 1.4.5, mostraremos que é posśıvel tomar x̃ = ỹ no Lema 1.4.4:

Lema 1.4.6 (Bowen). Dado ε > 0 existem ṽ ∈ ∆q e k ≥ 1 com d(F k(ṽ), ṽ) < ε.

Demonstração. Dados ε > 0 e z̃0 ∈ ∆q, considere as sequências εj , mj e z̃j ,
j ≥ 1, definidas por recorrência da seguinte forma. Inicialmente, tome ε1 = ε/2.

• Pelo Lema 1.4.5 existem z̃1 ∈ ∆q e m1 ≥ 1 tais que d(Fm1(z̃1), z̃0) < ε1.

• Por continuidade da aplicação Fm1 , existe ε2 < ε1 tal que d(z̃, z̃1) < ε2
implica d(Fm1(z̃), z̃0) < ε1.

Em seguida, dado qualquer j ≥ 2:

• Pelo Lema 1.4.5 existem z̃j ∈ ∆q e mj ≥ 1 tais que d(Fmj (z̃j), z̃j−1) < εj .

• Por continuidade de Fmj , existe algum número εj+1 < εj tal que d(z̃, z̃j) <
εj+1 implica d(Fmj (z̃), z̃j−1) < εj .

Em particular, para quaisquer i < j,

d(Fmi+1+···+mj (z̃j), z̃i) < εi+1 ≤ ε

2
.

Como ∆q é compacto, podemos encontrar i, j com i < j tais que d(z̃i, z̃j) < ε/2.
Tome k = mi+1 + · · ·+mj . Então

d(F k(z̃j), z̃j) ≤ d(F k(z̃j), z̃i) + d(z̃i, z̃j) < ε.

Isto completa a demonstração do lema.

Agora estamos prontos para concluir a demonstração do Teorema 1.4.1. Para
tal, consideremos a função

ϕ : ∆q → [0,∞), ϕ(x̃) = inf{d(Fn(x̃), x̃) : n ≥ 1}.

Observe que ϕ é semicont́ınua superiormente: dado qualquer ε > 0, todo ponto x̃
admite alguma vizinhança V tal que ϕ(ỹ) < ϕ(x̃)+ε para todo y ∈ V . Isso segue
imediatamente do fato de que ϕ é dada pelo ı́nfimo de uma famı́lia de funções
cont́ınuas. Então (Exerćıcio 1.6.28), ϕ admite algum ponto de continuidade ã.
Vamos mostrar que este ponto satisfaz a conclusão do Teorema 1.4.1.
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Para isso, começamos por observar que ϕ(ã) = 0. De fato, suponha que ϕ(ã)
é positivo. Então, por continuidade, existem β > 0 e uma vizinhança V de ã
tais que ϕ(ỹ) ≥ β > 0 para todo ỹ ∈ V . Então,

d(Fn(ỹ), ỹ) ≥ β para todo y ∈ V e todo n ≥ 1. (1.4.4)

Por outro lado, de acordo com (1.4.3), para todo x̃ ∈ ∆q existe h ∈ H tal que

h̃(x̃) ∈ V . Como as transformações h são uniformemente cont́ınuas, podemos
fixar α > 0 tal que

d(z̃, w̃) < α ⇒ d
(
h̃(z̃), h̃(w̃)

)
< β para todo h ∈ H. (1.4.5)

Pelo Lema 1.4.6, existe n ≥ 1 tal que d(x̃, Fn(x̃)) < α. Então, usando (1.4.5) e
lembrando que F comuta com todo h̃,

d
(
h̃(x̃), Fn(h̃(x̃))

)
< β.

Isto contradiz (1.4.4). Esta contradição mostra que ϕ(ã) = 0, tal como afirma-
mos.

Em outras palavras, existe (nk)k → ∞ tal que d(Fnk(ã), ã) → 0 quando
k → ∞. Isto significa que (1.4.2) é satisfeita e, portanto, a prova do teorema
está completa.

1.5 Progressões aritméticas

Nesta seção vamos provar dois resultados fundamentais da Aritmética Combi-
natória, o teorema de van der Waerden e o teorema de Szemerédi, a partir dos
teoremas de recorrência múltipla (Teorema 1.4.1 e Teorema 1.4.2) que foram
apresentados na Seção 1.4.

Chamamos partição do conjunto dos números inteiros a qualquer famı́lia
finita de conjuntos S1, . . . , Sk ⊂ Z disjuntos dois-a-dois e cuja união é todo o Z.
Lembre que uma progressão aritmética (finita) é uma sequência da forma

m+ n,m+ 2n, . . . ,m+ qn, com m ∈ Z e n, q ≥ 1.

O número q é chamado comprimento da progressão.
O seguinte resultado foi obtido, originalmente, pelo matemático holandês

Bartel van der Waerden [vdW27] nos anos 20 do século passado:

Teorema 1.5.1 (van der Waerden). Dada qualquer partição {S1, . . . , Sl} de Z
existe algum j ∈ {1, . . . , l} tal que Sj contém progressões aritméticas de todos
os comprimentos. Em outras palavras, para todo q ≥ 1 existem m ∈ Z e n ≥ 1
tais que m+ in ∈ Sj para todo 1 ≤ i ≤ q.

Algum tempo depois, os matemáticos húngaros Pál Erdös e Pál Turán [ET36]
formularam a seguinte conjectura, que é mais forte que o teorema de van der
Waerden: todo conjunto S ⊂ Z cuja densidade superior é positiva contém pro-
gressões aritméticas de comprimento arbitrário. Esta conjectura foi demons-
trada por outro matemático húngaro, Endre Szemerédi [Sze75], quase quatro
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décadas mais tarde. Para enunciarmos o teorema de Szemerédi precisamos in-
troduzir a noção de densidade superior de um subconjunto de Z.

Chamamos intervalo do conjunto Z dos números inteiros qualquer subcon-
junto I da forma {n ∈ Z : a ≤ n < b}, com a ≤ b em Z. O cardinal do intervalo
é o número #I = b− a.

A densidade superior Ds(S) de um subconjunto S de Z é o número

Ds(S) = lim sup
#I→∞

#(S ∩ I)
#I

onde I representa qualquer intervalo em Z. Do mesmo modo se define a den-
sidade inferior Di(S), trocando limite superior por limite inferior. Em outras
palavras, Ds(S) é o maior número D tal que existe uma sequência de intervalos
Ij ⊂ Z satisfazendo

#Ij → ∞ e
#(S ∩ Ij)

#Ij
→ D

e Di(S) é o menor número nessas condições.
No próximo lema colecionamos algumas propriedades simples destas noções.

A demonstração do lema fica a cargo do leitor (Exerćıcio 1.6.31).

Lema 1.5.2. Tem-se 0 ≤ Di(S) ≤ Ds(S) ≤ 1 e Di(S) = 1 − Ds(Z \ S) para
todo S ⊂ Z. Além disso, se S1, . . . , Sl é uma partição de Z então

Di(S1) + · · ·+Di(Sl) ≤ 1 ≤ Ds(S1) + · · ·+Ds(Sl).

Exemplo 1.5.3. Seja S o conjunto dos números pares. Dado qualquer intervalo
I ⊂ Z, temos que #(S ∩ I) = #I/2 se o cardinal de I é par e #(S ∩ I) =
(#I ± 1)/2 se o cardinal de I é ı́mpar, onde o sinal ± é positivo se o menor
elemento de I é um número par e é negativo caso contrário. Desta observação
segue, imediatamente, que Ds(S) = Di(S) = 1/2.

Exemplo 1.5.4. Seja S o seguinte subconjunto de Z:

{1, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 43, . . .}.

Isto é, para cada k ≥ 1 inclúımos em S um bloco de k inteiros consecutivos e omi-
timos os k inteiros seguintes. Este conjunto contém intervalos com comprimento
arbitrariamente grande. Portanto Ds(S) = 1. Por outro lado, o complemen-
tar de S também contém intervalos com comprimento arbitrariamente grande.
Portanto, Di(S) = 1−Ds(Z \ S) = 0.

Observe que em qualquer destes dois exemplos o conjunto S contém pro-
gressões aritméticas de qualquer comprimento. De fato, no Exemplo 1.5.3 o
conjunto S até contém progressões aritméticas de comprimento infinito. Isso
não é verdade no Exemplo 1.5.4, uma vez que nesse caso o complementar de S
contém intervalos arbitrariamente longos.
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Teorema 1.5.5 (Szemerédi). Se S é um subconjunto de Z com densidade su-
perior positiva, então ele contém progressões aritméticas de comprimento ar-
bitrário.

Observe que o teorema de van der Waerden é realmente uma consequência
fácil do teorema de Szemerédi. De fato, segue do Lema 1.5.2 que se S1, . . . , Sl

é uma partição de Z então existe j tal que Ds(Sj) > 0. Pelo Teorema 1.5.5, tal
Sj contém progressões aritméticas de comprimento arbitrário.

As primeiras demonstrações destes resultados foram de natureza combi-
natória. Furstenberg (veja [Fur81]) observou que eles podem também ser de-
duzidos de ideias da Teoria Ergódica: mostraremos na Seção 1.5.1 como obter
o teorema de van der Waerden a partir do teorema de recorrência múltipla de
Birkhoff (Teorema 1.4.1); argumentos análogos dão o teorema de Szemerédi a
partir do teorema de recorrência múltipla de Poincaré (Teorema 1.4.2), como
veremos na Seção 1.5.2.

A teoria de Szemerédi continua sendo uma área de pesquisa muito ativa. Em
particular, outras demonstrações do Teorema 1.5.5 vêm sendo dadas por diversos
autores. Recentemente, a teoria culminou no seguinte resultado espetacular do
matemático inglês Ben Green e do matemático australiano Terence Tao [GT08]:
existem progressões aritméticas arbitrariamente longas formadas por números
primos.

O conjunto dos números primos não tem densidade positiva e, portanto, o
teorema de Green-Tao não é consequência do teorema de Szemerédi. No entanto,
este último tem um papel importante na sua demonstração. Por outro lado, o
teorema de Green-Tao é um caso particular de outra conjectura devida a Erdös:
se S ⊂ N é tal que a soma dos inversos diverge, ou seja, tal que∑

n∈S

1

n
= ∞,

então S contém progressões aritméticas de qualquer comprimento. Esta afirma-
ção mais geral permanece em aberto.

1.5.1 Teorema de van der Waerden

Nesta seção vamos demonstrar o Teorema 1.5.1. A ideia é reduzir a conclusão
a uma afirmação sobre o deslocamento à esquerda

σ : Σ → Σ, (αn)n∈Z 7→ (αn+1)n∈Z

no espaço Σ = {1, 2, . . . , l}Z das sequências bilaterais com valores no conjunto
{1, 2, . . . , l}, a qual será provada por meio do teorema de recorrência múltipla
de Birkhoff.

Observe que toda partição {S1, . . . , Sl} de Z em l subconjuntos determina
um elemento α = (αn)n∈Z de Σ, definido por αn = i⇔ n ∈ Si. Reciprocamente,
todo α ∈ Σ define uma partição de Z em subconjuntos

Si = {n ∈ Z : αn = i}, i = 1, . . . , l.
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Vamos mostrar que para todo α ∈ Σ e todo q ≥ 1, existem m ∈ Z e n ≥ 1 tais
que

αm+n = · · · = αm+qn. (1.5.1)

Em vista do que acabamos de observar, isto significa que para toda partição
{S1, . . . , Sl} e todo q ≥ 1 existe i ∈ {1, . . . , l} tal que Si contém alguma pro-
gressão aritmética de comprimento q. Como a famı́lia dos Si é finita, isso implica
que algum Sj contém progressões aritméticas de comprimento arbitrariamente

grande. É claro que uma progressão aritmética de comprimento q contém pro-
gressões aritméticas de todos os comprimentos menores que q. Portanto, segue
que Sj contém progressões aritméticas de todos os comprimentos, tal como é
afirmado no teorema. Resta provar a afirmação em (1.5.1).

Para tal, consideremos em Σ a distância d(β, γ) = 2−N(β,γ), onde

N(β, γ) = max
{
N ≥ 0 : βn = γn para todo n ∈ Z com |n| < N

}
.

Note que
d(β, γ) < 1 se, e somente se, β0 = γ0. (1.5.2)

Como o espaço métrico (Σ, d) é compacto, o fecho Z =
{
σn(α) : n ∈ Z

}
da

trajetória de α é também um compacto. Além disso, Z é invariante pelo des-
locamento. Consideremos as transformações f1 = σ, f2 = σ2, . . . , fq = σq

definidas de Z em Z. É claro que as fi comutam entre si. Portanto, pode-
mos aplicar o Teorema 1.4.1 para concluir que existe θ ∈ Z e uma sequência
(nk)k → ∞ tal que

lim
k
fnk
i (θ) = θ para todo i = 1, 2, . . . , q.

Observe que f
nj

i = σi nj . Em particular, podemos fixar n = nj tal que os
iterados σn(θ), σ2n(θ), . . . , σqn(θ) estão todos a distância menor que 1/2 do
ponto θ. Consequentemente,

d
(
σin(θ), σjn(θ)

)
< 1 para todo 1 ≤ i, j ≤ q.

Então, como θ está no fecho Z da órbita de α, podemos encontrar m ∈ Z tal
que σm(α) está tão próximo de θ que

d
(
σm+in(α), σm+jn(α)

)
< 1 para todo 1 ≤ i, j ≤ q.

Levando em conta a observação (1.5.2) e a definição do deslocamento σ, isto
quer dizer que αm+n = · · · = αm+qn, como pretend́ıamos provar. Isto completa
a demonstração do teorema de van der Waerden.

1.5.2 Teorema de Szemerédi

Agora vamos demonstrar o Teorema 1.5.5. Para isso, usaremos o mesmo tipo de
dicionário entre partições de Z e sequências de inteiros que foi usado na seção
anterior para provar o teorema de van der Waerden.
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Considere S um conjunto com densidade superior positiva, isto é, tal que
existe c > 0 e existem intervalos Ij = [aj , bj) de Z tais que

lim
j

#Ij = ∞ e lim
j

#(S ∩ Ij)
#Ij

≥ c.

Associamos a S a sequência α = (αj)j∈Z ∈ Σ = {0, 1}Z definida por:

αj = 1 ⇔ j ∈ S.

Considere o deslocamento σ : Σ → Σ e o subconjunto A = {α ∈ Σ : α0 = 1} de
Σ. Note que A é um aberto e também um fechado, uma vez que tanto ele quanto
o seu complementar são cilindros de Σ. Note também que, para qualquer j ∈ Z,

σj(α) ∈ A⇔ αj = 1 ⇔ j ∈ S.

Logo, para mostrar o teorema de Szemerédi basta provar que para todo k ∈ N
existem m ∈ Z e n ≥ 1 tais que

σm+n(α), σm+2n(α), . . . , σm+kn(α) ∈ A. (1.5.3)

Para tal, considere a sequência µj de probabilidades definidas em Σ por:

µj =
1

#Ij

∑
i∈Ij

δσi(α). (1.5.4)

Como o conjunto M1(Σ) das probabilidades em Σ é compacto, a menos de
substituir (µj)j por uma subsequência, podemos supor que ela converge na
topologia fraca∗ para alguma probabilidade µ de Σ.

Observe que µ é uma probabilidade σ-invariante pois, para toda função
cont́ınua φ : Σ → R, vale∫

(φ ◦ σ) dµj =
1

#Ij

∑
i∈Ij

φ(σi(α)) +
1

#Ij

[
φ(σbj (α))− φ(σaj (α))

]
=

∫
φdµj +

1

#Ij

[
φ(σbj (α))− φ(σaj (α))

]
e, passando ao limite quando j → ∞, isto dá que

∫
(φ◦σ) dµ =

∫
φdµ. Observe

também que µ(A) > 0. De fato, como A é fechado,

µ(A) ≥ lim sup
j

µj(A) = lim sup
j

#(S ∩ Ij)
#Ij

≥ c.

Dado qualquer k ≥ 1, considere as transformações fi = σi para i = 1, . . . , k. É
claro que estas transformações comutam entre si. Então, estamos em condições
de aplicar o Teorema 1.4.2 e concluir que existe algum n ≥ 1 tal que

µ
(
A ∩ σ−n(A) ∩ · · · ∩ σ−kn(A)

)
> 0.
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Como A é aberto, isto implica que

µl

(
A ∩ σ−n(A) ∩ · · · ∩ σ−kn(A)

)
> 0

para qualquer l suficientemente grande. Pela definição de µl em (1.5.4), isto
quer dizer que existe algum m ∈ Il tal que

σm(α) ∈ A ∩ σ−n(A) ∩ · · · ∩ σ−kn(A).

Em particular, σm+in(α) ∈ A para todo i = 1, . . . , k, como queŕıamos provar.

1.6 Exerćıcios

1.6.1. Seja f : M → M uma transformação mensurável. Mostre que uma
medida de Dirac δp é invariante por f se, e somente se, p é ponto fixo de
f . Mais geralmente, a probabilidade δp,k = k−1

(
δp + δf(p) + · · · + δfk−1(p)

)
é

invariante por f se, e somente se, fk(p) = p.

1.6.2. Prove a seguinte versão da Proposição 1.1.1. Sejam M um espaço
métrico, f : M → M uma transformação mensurável e µ uma medida em M .
Mostre que se ∫

ϕdµ =

∫
ϕ ◦ f dµ

para toda função cont́ınua limitada ϕ :M → R então f preserva a medida µ.

1.6.3. Prove que se f : M → M preserva uma medida µ então, dado qualquer
k ≥ 2, o iterado fk preserva µ. Decida se a rećıproca é verdadeira.

1.6.4. Suponha que f : M → M preserva uma probabilidade µ. Seja B ⊂ M
um conjunto mensurável que satisfaz qualquer uma das seguintes condições:

1. µ(B \ f−1(B)) = 0;

2. µ(f−1(B) \B) = 0;

3. µ(B∆f−1(B)) = 0;

4. f(B) ⊂ B.

Mostre que existe C ⊂M tal que f−1(C) = C e µ(B∆C) = 0.

1.6.5. Seja f : U → U um difeomorfismo C1 de um aberto U ⊂ Rd. Mostre
que a medida de Lebesgue m é invariante por f se, e somente se, |detDf | ≡ 1.

1.6.6. Mostre que o seguinte enunciado é equivalente ao Teorema 1.2.1, isto é,
qualquer um deles pode ser obtido a partir do outro. Seja f : M → M uma
transformação mensurável e seja µ uma medida invariante finita. Seja E ⊂ M
qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0. Então existeN ≥ 1 e um conjunto
D ⊂ E com medida positiva, tal que fN (x) ∈ E para todo ponto x ∈ D.
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1.6.7. Seja f : M → M uma transformação invert́ıvel e suponha que µ é uma
medida invariante não necessariamente finita. Seja B ⊂ M um conjunto com
medida finita. Mostre que, dado qualquer conjunto mensurável E ⊂ M com
medida positiva, quase todo ponto x ∈ E regressa infinitas vezes a E ou tem
apenas um número finito de iterados em B.

1.6.8. Seja f : M → M uma transformação invert́ıvel e suponha que µ é
uma medida invariante σ-finita: existe uma sequência crescente de subconjuntos
mensuráveis Mk com µ(Mk) < ∞ para todo k e ∪kMk = M . Dizemos que um
ponto x vai para infinito se, para qualquer k, existe apenas um número finito de
iterados de x que estão emMk. Mostre que, dado qualquer conjunto mensurável
E ⊂ M com medida positiva, quase todo ponto x ∈ E regressa a E infinitas
vezes ou vai para infinito.

1.6.9. Sejam f : M → M uma transformação, não necessariamente invert́ıvel,
µ uma probabilidade invariante e D ⊂ M um conjunto com medida positiva.
Prove que quase todo ponto de D passa uma fração positiva do tempo em D:

lim sup
n

1

n
#{0 ≤ j ≤ n− 1 : f j(x) ∈ D} > 0

para µ-quase todo ponto x ∈ D. [Observação: Dá para substituir lim sup por
lim inf no enunciado, mas a prova desse fato terá que esperar até o Caṕıtulo 2.]

1.6.10. Seja f : M → M uma transformação mensurável que preserva uma
medida finita µ. Dado qualquer conjunto mensurável A ⊂ M com µ(A) > 0,
seja n1 < n2 < · · · a sequência dos valores de n tais que µ(f−n(A)∩A) > 0. O
objetivo deste exerćıcio é mostrar que o conjunto VA = {n1, n2, . . . } é sindético,
ou seja, que existe C > 0 tal que ni+1 − ni ≤ C para todo i.

1. Mostre que para qualquer sequência crescente k1 < k2 < · · · existem
j > i ≥ 1 tal que µ(A ∩ f−(kj−ki)(A)) > 0.

2. Dada qualquer sequência infinita ℓ = (lj)j de números naturais, denote
por S(ℓ) o conjunto de todas as somas finitas de elementos cont́ıguos de
ℓ. Mostre que VA intersecta S(ℓ) qualquer que seja ℓ.

3. Deduza que o conjunto VA é sindético.

[Observação: Veremos outra demonstração deste fato no Exerćıcio 2.3.2.]

1.6.11. Mostre que se f : [0, 1] → [0, 1] é uma transformação mensurável pre-
servando a medida de Lebesgue m então m-quase todo ponto x ∈ [0, 1] satisfaz

lim inf
n

n|fn(x)− x| ≤ 1.

[Observação: Boshernitzan [Bos93] provou um resultado bastante mais geral, a
saber que lim infn n

1/dd(fn(x), x) < ∞ para µ-quase todo ponto e toda proba-
bilidade µ invariante por f :M →M , se M é um espaço métrico separável cuja
medida de Hausdorff d-dimensional é σ-finita.]
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1.6.12. Seja ω = (1 +
√
5)/2 a razão áurea e seja f : [0, 1] → [0, 1] a trans-

formação definida por f(x) = (x+ω)− [x+ω]. Dado x, verifique que n|fn(x)−
x| = n2|ω−qn| para todo n, onde (qn)n → ω é a sequência de números racionais
dada por qn = [x+nω]/n. Usando que as ráızes do polinômio R(z) = z2− z−1
são ω e ω−

√
5, mostre que lim infn n

2|ω− qn| ≥ 1/
√
5. [Observação: Isto mos-

tra que a constante 1 no Exerćıcio 1.6.11 não pode ser substitúıda por nenhuma
outra menor que 1/

√
5. Não é conhecido se 1 é a menor constante que vale para

toda transformação no intervalo.]

1.6.13. Utilizando o Lema 1.3.3, dê outra prova de que a transformação ex-
pansão decimal f(x) = 10x− [10x] preserva a medida de Lebesgue no intervalo.

1.6.14. Prove que, para quase todo número x ∈ [0, 1] cuja expansão decimal
contém o bloco 617 (por exemplo x = 0, 3375617264 · · · ), esse bloco aparece
infinitas vezes na expansão. Vá mais longe e mostre que, de fato, o bloco 617
aparece infinitas vezes na expansão decimal de quase todo x ∈ [0, 1].

1.6.15. Para (Lebesgue) quase todo número x0 ∈ (1/618, 1/617) o número 617
aparece infinitas vezes na sua expansão em fração cont́ınua, isto é, an = 617
para infinitos valores de n ∈ N.

1.6.16. Seja G a transformação de Gauss. Mostre que um número x ∈ (0, 1) é
racional se, e somente se, existe n ≥ 1 tal que Gn(x) = 0.

1.6.17. Considere a sequência 1, 2, 4, 8, . . . , an = 2n, . . . das potências de 2.
Mostre que dado qualquer d́ıgito i ∈ {1, . . . , 9}, existe uma quantidade infinita
de valores n tais que an começa com este d́ıgito.

1.6.18. Prove a seguinte extensão do Lema 1.3.3. Suponha que f : M → M é
um difeomorfismo local de classe C1 de uma variedade riemanniana compacta
M . Seja vol a medida de volume em M e seja ρ : M → [0,∞) uma função
cont́ınua. Mostre que f preserva a medida µ = ρ vol se, e somente se,∑

x∈f−1(y)

ρ(x)

|detDf(x)|
= ρ(y) para todo y ∈M.

No caso em que f é invert́ıvel isto significa que f preserva a medida µ se, e
somente se, ρ(x) = ρ(f(x))|detDf(x)| para todo x ∈M .

1.6.19. Mostre que se A é uma matriz n× n com coeficientes inteiros e deter-
minante diferente de zero, então a transformação fA : Td → Td definida por
fA([x]) = [A(x)] preserva a medida de Lebesgue de Td.

1.6.20. Mostre que a medida de Lebesgue em S1 é a única probabilidade no
ćırculo S1 que é invariante por todas as rotações. De fato, ela é a única proba-
bilidade invariante por todas as rotações racionais de S1.

1.6.21. Suponha que θ = (θ1, . . . , θd) é vetor racionalmente dependente. Mostre
que existe alguma função cont́ınua φ : Td → C não constante tal que φ◦Rθ = φ.
Conclua que existem abertos U e V , não vazios, disjuntos e invariantes por Rθ,
ou seja, tais que Rθ(U) = U e Rθ(V ) = V . Deduza que nenhuma órbita O([x])
da rotação Rθ é densa em Td.



1.6. EXERCÍCIOS 31

1.6.22. Suponha que θ = (θ1, . . . , θd) é vetor racionalmente independente. Mos-
tre que se V ⊂ Td é aberto, não vazio, invariante por Rθ, então V é denso no
toro. Conclua que ∪n∈ZR

n
θ (U) é denso no toro, qualquer que seja o aberto não

vazio U . Conclua que existe [x] cuja órbita O([x]) pela rotação Rθ é densa em
Td. Deduza que O([y]) é densa em Td para todo [y].

1.6.23. Seja U um aberto de R2d e H : U → R uma função de classe C2.
Representamos as variáveis em R2d por (p1, . . . , pd, q1, . . . , qd). O campo de
vetores hamiltoniano associado a H é definido por

F (p1 , . . . , pd , q1 , . . . , qd) =

(
∂H

∂q1
, . . . ,

∂H

∂qd
,−∂H

∂p1
, . . . , −∂H

∂pd

)
.

Verifique que o fluxo definido por F preserva o volume.

1.6.24. Seja f : U → U um difeomorfismo de classe C1 preservando a medida
de Lebesgue num aberto U de Rd. Seja H : U → R uma integral primeira de f ,
ou seja, uma função de classe C1 tal que H ◦ f = H. Seja c um valor regular
de H e seja ds a medida de volume definida na hipersuperf́ıcie Hc = H−1(c)
pela restrição da métrica riemanniana de Rd. Mostre que a restrição de f à
hipersuperf́ıcie Hc preserva a medida ds/∥ gradH∥.

1.6.25. Mostre, por meio de exemplos, que a conclusão do Teorema 1.4.1 é
falsa, em geral, se as transformações fi não comutam.

1.6.26. Seja G o grupo abeliano gerado por homeomorfismos f1, . . . , fq :M →
M num espaço métrico compacto que comutam entre si. Mostre que existe X ⊂
M minimal para a relação de inclusão na famı́lia dos fechados, G-invariantes,
não vazios.

1.6.27. Mostre que se φ : M → R é uma função semicont́ınua superiormente
num espaço métrico compacto então φ atinge o seu supremo, isto é, existe p ∈M
tal que φ(p) ≥ φ(x) para todo x ∈M .

1.6.28. Mostre que se φ : M → R é uma função semicont́ınua (superiormente
ou inferiormente) num espaço métrico compacto então o conjunto dos pontos de
continuidade de φ contém uma interseção enumerável de subconjuntos abertos
e densos de M . Em particular, o conjunto dos pontos de continuidade é denso
em M .

1.6.29. Seja f : M → M uma transformação mensurável preservando uma
medida finita µ. Dado k ≥ 1 e A ⊂ M com medida positiva, mostre que para
quase todo x ∈ A existe n ≥ 1 tal que f jn(x) ∈ A para todo 1 ≤ j ≤ k.

1.6.30. Sejam f1, . . . , fq :M →M homeomorfismos de um espaço métrico com-
pacto que comutam entre si. Por definição, o conjunto não errante Ω(f1, . . . , fq)
é o conjunto dos pontos x ∈ M tais que para toda vizinhança U de x existem
n1, . . . , nq ≥ 1 tais que fn1

1 · · · fnq
q (U) intersecta U . Prove que Ω(f1, . . . , fq) é

um compacto, não-vazio.
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1.6.31. Demonstre o Lema 1.5.2.

1.6.32. Mostre que a conclusão do Teorema 1.5.1 ainda vale para partições
de subconjuntos finitos de Z, desde que sejam suficientemente grandes. Mais
precisamente: dados q, l ≥ 1 existe N ≥ 1 tal que, dada qualquer partição do
conjunto {1, 2, . . . , N} em l subconjuntos, algum desses subconjuntos contém
progressões aritméticas com comprimento q.

1.6.33. Um ponto x ∈M é dito super não errante se, dada qualquer vizinhança
U de x e dado qualquer k ≥ 1, existe n ≥ 1 tal que ∩k

j=0f
−jn(U) ̸= ∅. Mostre

que o teorema de van der Waerden é equivalente ao seguinte enunciado: toda
aplicação invert́ıvel num espaço métrico compacto tem algum ponto super não
errante.

1.6.34. Prove a seguinte generalização do teorema de van der Waerden para
dimensão arbitrária (teorema de Grünwald): dada qualquer partição finita Nk =
S1 ∪ · · · ∪ Sl e qualquer q ≥ 1, existem j ∈ {1, . . . , l}, d ∈ N e b ∈ Nk tais que

b+ d(a1, . . . , ak) ∈ Sj para quaisquer 1 ≤ ai ≤ q e 1 ≤ i ≤ k.

1.7 Problemas Abertos

1.7.1 ( Conjectura 2x, 3x de Furstemberg). Considere as transformações f(x) =
2x mod 1 e g(x) = 3x mod 1 definidas no ćırculo S1. É verdade que a única
medida invariante para f e g que não é atômica é a medida de Lebesgue?

1.7.2. Determine se o número π possui infinitos d́ıgitos 4.

1.7.3 (Conjectura de Erdos). Todo conjunto S ⊂ N tal que
∑
n∈S

1/n < ∞

contém progressões aritméticas de comprimento arbitrário.



Caṕıtulo 2

Teoremas Ergódicos

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns dos resultados fundamentais da Teoria
Ergódica. Para motivar o tipo de enunciado, consideremos um conjunto men-
surável E ⊂ M com medida positiva e um ponto x ∈ M qualquer. Queremos
analisar o conjunto dos iterados de x que visitam E, isto é,

{j ≥ 0 : f j(x) ∈ E}.

Por exemplo, o teorema de recorrência de Poincaré afirma que, para quase todo
x ∈ E, este conjunto é infinito. Gostaŕıamos de ter informação mais precisa, de
natureza quantitativa. Chamamos tempo médio de visita de x a E o valor de

τ(E, x) = lim
n→∞

1

n
#{0 ≤ j < n : f j(x) ∈ E}. (2.0.1)

No caso de fluxos temos uma noção análoga, definida por

τ(E, x) = lim
T→∞

1

T
m
(
{0 ≤ t ≤ T : f t(x) ∈ E}

)
(2.0.2)

(m é a medida de Lebesgue na reta). Seria interessante saber, por exemplo,
em que condições este tempo médio de visita é positivo. Antes de abordar este
problema, é necessário responder a uma questão ainda mais básica: os limites
em (2.0.1)-(2.0.2) existem?

Estas perguntas remontam ao trabalho do f́ısico austŕıaco Ludwig Boltzmann
(1844-1906), fundador da teoria cinética dos gases. Boltzmann era partidário
da teoria atômica, que na época ainda era muito controversa, segundo a qual a
matéria gasosa está formada por um grande número de minúsculas part́ıculas
em movimento e que se chocam continuamente. Em prinćıpio, seria posśıvel
descrever o comportamento de um gás aplicando as leis da Mecânica Newtoniana
a cada uma das suas part́ıculas (moléculas). Na prática isso não é realista,
porque o número de moléculas é enorme.

O problema da teoria cinética dos gases era, então, explicar o comportamento
dos gases no ńıvel macroscópico, como resultado estat́ıstico da combinação de

33
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todos esses movimentos das suas moléculas. Para formular matematicamente
a sua teoria, Boltzmann precisou de fazer uma suposição, que ficou conhecida
como hipótese ergódica. Em linguagem moderna, a hipótese ergódica afirma
que, para os sistemas (fluxos hamiltonianos) que descrevem o movimento das
part́ıculas de um gás, o tempo médio de visita a qualquer subconjunto mensurável
E existe e é igual à medida de E, para quase todo ponto x.

O esforço para validar (ou invalidar) esta hipótese conduziu a importantes
avanços tanto em Matemática (Teoria Ergódica, Sistemas Dinâmicos) quanto
em F́ısica Teórica (Mecânica Estat́ıstica). O que nos interessa neste caṕıtulo
são os resultados matemáticos relativos à existência do tempo médio de visita.
A questão de saber quando τ(E, x) = µ(E) para quase todo x será tratada no
Caṕıtulo 3.

Representando por φ a função caracteŕıstica do conjunto E, podemos rees-
crever a expressão no lado direito de (2.0.1) como:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)). (2.0.3)

Isto sugere uma generalização natural da nossa pergunta inicial: o limite acima
existe para funções φ muito gerais, por exemplo, para todas as funções in-
tegráveis?

O teorema ergódico de von Neumann (Teorema 2.1.6) afirma que, de fato, o
limite em (2.0.3) existe no espaço L2(µ), para toda função φ ∈ L2(µ). O teorema
ergódico de Birkhoff (Teorema 2.2.3) vai mais longe e afirma que há convergência
em µ-quase todo ponto, para toda função φ ∈ L1(µ). Em particular, o limite
em (2.0.1) está bem definido para µ-quase todo x (Teorema 2.2.1).

Daremos uma demonstração direta do teorema de von Neumann e também
mostraremos como ele pode ser deduzido do teorema ergódico de Birkhoff.
Quanto a este último, iremos obtê-lo como caso particular de um resultado
ainda mais forte, o teorema ergódico subaditivo de Kingman (Teorema 2.3.3).
Este teorema afirma que ψn/n converge em quase todo ponto, para qualquer
sequência de funções ψn tal que ψm+n ≤ ψm + ψn ◦ fm.

2.1 Teorema ergódico de von Neumann

Nesta seção enunciamos e provamos o teorema ergódico de von Neumann.

2.1.1 Isometrias em espaços de Hilbert

Seja H um espaço de Hilbert e seja F um subespaço fechado de H. Então

H = F ⊕ F⊥, (2.1.1)

onde F⊥ = {w ∈ H : v · w = 0 para todo v ∈ F} é o complementar ortogonal
de F . A projeção PF : H → F associada à decomposição (2.1.1) é chamada
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projeção ortogonal sobre F . Ela está unicamente caracterizada por

∥x− PF (x)∥ = min{∥x− v∥ : v ∈ F}.

Observe que PF (v) = v para todo v ∈ F e, por consequência, P 2
F = PF .

Exemplo 2.1.1. Considere o espaço de Hilbert L2(µ), com o produto interno

φ · ψ =

∫
φψ̄ dµ.

Seja F o espaço das funções constantes. Dada qualquer φ ∈ L2(µ), temos que
(PF (φ)− φ) · 1 = 0, ou seja,

PF (φ) · 1 = φ · 1.

Como PF (φ) é uma função constante, o lado esquerdo desta igualdade é igual
a PF (φ). O lado direito é igual a

∫
φdµ. Portanto, a projeção ortogonal no

subespaço F é dada por

PF (φ) =

∫
φdµ.

O operador adjunto U∗ : H → H de um operador linear cont́ınuo U : H → H
está definido pela relação

U∗u · v = u · Uv para todo u, v ∈ H. (2.1.2)

O operador U diz-se uma isometria se ele preserva o produto interno:

Uu · Uv = u · v para todo u, v ∈ H. (2.1.3)

Isso é equivalente a dizer que U preserva a norma de H. Outra condição equi-
valente é U∗U = id . De fato,

Uu · Uv = u · v para todo u, v ⇔ U∗Uu · v = u · v para todo u, v.

A propriedade U∗U = id implica que U é injetivo; em geral, uma isometria
pode não ser sobrejetiva.

Exemplo 2.1.2. Se f :M →M preserva uma medida µ então, o seu operador
de Koopman Uf : L2(µ) → L2(µ) definido por Ufg = g ◦ f é uma isometria.

Chamamos conjunto dos vetores invariantes de um operador linear cont́ınuo
U : H → H ao subespaço

I(U) = {v ∈ H : Uv = v}.

Observe que I(U) é um subespaço vetorial fechado, uma vez que U é cont́ınuo.
Quando U é uma isometria, temos que I(U) = I(U∗):

Lema 2.1.3. Se U : H → H é uma isometria então Uv = v se, e somente se,
U∗v = v.
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Demonstração. Como U∗U = id , é claro que Uv = v implica U∗v = v. Agora
suponha que U∗v = v. Então Uv · v = v ·U∗v = v · v = ∥v∥2. Logo, usando que
U preserva a norma de H,

∥Uv − v∥2 = (Uv − v) · (Uv − v) = ∥Uv∥2 − Uv · v − v · Uv + ∥v∥2 = 0.

Isto significa que Uv = v.

Para encerrar esta breve discussão, citamos um resultado clássico de Análise
Funcional, devido a Marshall H. Stone, que permite reduzir o estudo dos ope-
radores de Koopman de sistemas a tempo cont́ınuo ao caso discreto.

Seja Ut : H → H, t ∈ R um grupo a 1-parâmetro de operadores lineares num
espaço de Banach: isto significa que U0 = id e Ut+s = UtUs para todo t, s ∈ R.
Dizemos que o grupo é fortemente cont́ınuo se

lim
t→t0

Utv = Ut0v, para todo t0 ∈ R e v ∈ H.

Teorema 2.1.4 (Stone). Se Ut : H → H, t ∈ R é um grupo a 1-parâmetro
fortemente cont́ınuo de operadores unitários num espaço de Hilbert complexo,
existe um operador auto-adjunto A, definido num subespaço denso D(A) de H,
tal que Ut | D(A) = eitA para todo t ∈ R.

O leitor pode conferir a demonstração no livro de Yosida [Yos68, § IX.9] e
damos uma aplicação simples no Exerćıcio 2.3.5. O operador iA é chamado
gerador infinitesimal do grupo. Ele pode ser calculado por meio da igualdade

iAv = lim
t→0

1

t

(
Utv − v

)
. (2.1.4)

Veja em Yosida [Yos68, § IX.3] uma prova de que o limite no lado direito existe
para todo v num subespaço denso de H.

Exemplo 2.1.5. Seja H o espaço de Banach das funções cont́ınuas φ : S1 → C,
munido da norma da convergência uniforme. Defina Ut(φ)(x) = φ(x + t) para
cada função φ ∈ H. Observe que (Ut)t é um grupo a 1-parâmetro fortemente
cont́ınuo de isometrias de H. O gerador infinitesimal está dado por

iAϕ(x) = lim
t→0

1

t

(
Utϕ(x)− ϕ(x)

)
= lim

t→0

1

t

(
ϕ(x+ t)− ϕ(x)

)
= ϕ′(x).

Note que o seu domı́nio é o conjunto das funções de classe C1, o qual é denso
em H, como sabemos.

2.1.2 Enunciado e prova do teorema

O nosso primeiro teorema ergódico é:
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Teorema 2.1.6 (von Neumann). Seja U : H → H uma isometria num espaço
de Hilbert H, e seja P a projeção ortogonal sobre o subespaço I(U) dos vetores
invariantes por U . Então,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

U jv = Pv para todo v ∈ H. (2.1.5)

Demonstração. Seja L(U) o conjunto dos vetores v ∈ H da forma v = Uu − u
para algum u ∈ H e seja L̄(U) o seu fecho. Afirmamos que

I(U) = L̄(U)⊥. (2.1.6)

Isto pode ser verificado da seguinte forma. Considere quaisquer v ∈ I(U) e
w ∈ L̄(U). Pelo Lema 2.1.3, temos que v ∈ I(U∗), ou seja U∗v = v. Além
disso, por definição de L̄(U), existem un ∈ H, n ≥ 1 tais que (Uun−un)n → w.
Então

v · (Uun − un) = v · Uun − v · un = U∗v · un − v · un = 0

para todo n e, como consequência, v · w = 0. Isto prova que I(U) ⊂ L̄(U)⊥.
Em seguida, considere qualquer v ∈ L̄(U)⊥. Então, em particular,

v · (Uu− u) = 0 ou seja, U∗v · u− v · u = 0

para todo u ∈ H. Isto quer dizer que U∗v = v. Usando Lema 2.1.3 uma vez
mais, deduzimos que v ∈ I(U). Isto mostra que L̄(U)⊥ ⊂ I(U) e, portanto, a
prova de (2.1.6) está completa. Como consequência, usando (2.1.1),

H = I(U)⊕ L̄(U). (2.1.7)

Agora vamos verificar a igualdade (2.1.5), sucessivamente, quando v ∈ I(U),
quando v ∈ L̄(U), e no caso geral. Suponha primeiro que v ∈ I(U). Por um
lado, Pv = v. Por outro lado,

1

n

n−1∑
j=0

U jv =
1

n

n−1∑
j=0

v = v

para todo n. Logo esta sequência converge para v quando n → ∞. Isto prova
(2.1.5) neste caso.

Em seguida suponha que v ∈ L(U). Então, por definição, existe u ∈ H tal
que v = Uu− u. É imediato que

1

n

n−1∑
j=0

U jv =
1

n

n−1∑
j=0

(
U j+1u− U ju

)
=

1

n
(Unu− u).

A norma desta última expressão está majorada por 2∥u∥/n e, portanto, converge
para zero quando n→ ∞. Isto mostra que

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

U jv = 0 para todo v ∈ L(U). (2.1.8)
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Mais em geral, suponha que v ∈ L̄(U). Então, existem vk ∈ L(U) convergindo
para v quando k → ∞. Observe que

∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

U jv − 1

n

n−1∑
j=0

U jvk
∥∥ ≤ 1

n

n−1∑
j=0

∥U j(v − vk)∥ ≤ ∥v − vk∥

para todo n e todo k. Juntamente com (2.1.8), isto implica que

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

U jv = 0 para todo v ∈ L̄(U). (2.1.9)

Como a relação (2.1.6) implica que Pv = 0 para todo v ∈ L̄(U), isto mostra que
(2.1.5) vale também quando v ∈ L̄(U).

O caso geral de (2.1.5) segue imediatamente, já que H = I(U)⊕ L̄(U).

2.1.3 Convergência em L2(µ)

Dada uma transformação mensurável f : M → M que preserva uma probabili-
dade µ em M , dizemos que uma função mensurável ψ :M → R é invariante se
ψ ◦ f = ψ em µ-quase todo ponto. O seguinte resultado é um caso particular
do Teorema 2.1.6:

Teorema 2.1.7. Para qualquer φ ∈ L2(µ), seja φ̃ a projeção ortogonal de φ
no subespaço das funções invariantes. Então a sequência

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j (2.1.10)

converge para φ̃ no espaço L2(µ). Se f é invert́ıvel, então a sequência

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f−j (2.1.11)

também converge para φ̃ em L2(µ).

Demonstração. Seja U = Uf : L2(µ) → L2(µ) o operador de Koopman de uma
transformação f : M → M que preserva uma medida finita µ. Note que uma
função ψ está em I(U) se, e somente se, ψ ◦ f = ψ em µ-quase todo ponto.
Seja φ̃ a projeção ortogonal de φ em I(U). Pelo Teorema 2.1.6, a sequência em
(2.1.10) converge para φ̃ em L2(µ). Isto prova a primeira afirmação.

A segunda afirmação é análoga, considerando U = Uf−1 , ou seja U = U−1
f .

Obtemos que a sequência em (2.1.11) converge para a projeção ortogonal de φ
no espaço I(U−1

f ). Observando que I(U−1
f ) = I(Uf ), conclúımos que o limite

desta sequência é a mesma função φ̃ que obtivemos antes.
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2.2 Teorema ergódico de Birkhoff

O teorema que apresentamos nesta seção foi demonstrado por George David
Birkhoff. É devida a ele a noção de distância projetiva, um dos maiores ma-
temáticos americanos da sua geração e autor de muitas outras contribuições fun-
damentais em Dinâmica. O teorema de Birkhoff melhora bastante o teorema de
von Neumann porque a sua conclusão é formulada em termos de convergência
em µ-quase todo o ponto, que neste contexto é uma propriedade mais forte do
que convergência em L2(µ), conforme explicamos na Seção 2.2.3.

2.2.1 Tempo médio de visita

Começamos por enunciar a versão do teorema para tempos médios de visita:

Teorema 2.2.1 (Birkhoff). Seja f : M → M uma transformação mensurável
e µ uma probabilidade invariante por f . Dado qualquer conjunto mensurável
E ⊂M , o tempo médio de visita

τ(E, x) = lim
n

1

n
#{j = 0, 1, . . . , n− 1 : f j(x) ∈ E}

existe em µ-quase todo ponto x ∈M . Além disso,
∫
τ(E, x) dµ(x) = µ(E).

Observe que se τ(E, x) existe para um certo ponto x ∈M então

τ(E, f(x)) = τ(E, x). (2.2.1)

De fato, por definição,

τ(E, f(x)) = lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

XE(f
j(x))

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

XE(f
j(x))− 1

n

[
XE(x)−XE(f

n(x))
]

= τ(E, x)− lim
n→∞

1

n

[
XE(x)−XE(f

n(x))
]
.

Como a função caracteŕıstica é limitada, o último limite é igual a zero. Isto
prova a igualdade (2.2.1).

O exemplo a seguir mostra que o tempo médio de visita não existe para todo
ponto, em geral:

Exemplo 2.2.2. Considere o número x ∈ (0, 1) definido pela expansão decimal
x = 0, a1a2a3 . . . , onde ai = 1 se 2k ≤ i < 2k+1 com k par e ai = 0 se
2k ≤ i < 2k+1 com k ı́mpar. Ou seja,

x = 0, 10011110000000011111111111111110 . . . ,

onde os blocos alternantes de 0s e de 1s têm comprimentos dados pelas sucessivas
potências de dois. Seja f : [0, 1] → [0, 1] a transformação definida na Seção 1.3.1
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e seja E = [0, 1/10). Isto é, E é o conjunto dos pontos cuja expansão decimal
começa com o d́ıgito 0. É fácil ver que se n = 2k − 1 com k par então

1

n

n−1∑
j=0

XE(f
j(x)) =

21 + 23 + · · ·+ 2k−1

2k − 1
=

2

3
.

Por outro lado, se n = 2k − 1 e k ı́mpar então

1

n

n−1∑
j=0

XE(f
j(x)) =

21 + 23 + · · ·+ 2k−2

2k − 1
=

2k − 2

3(2k − 1)
→ 1

3

quando k → ∞. Assim, o tempo médio de visita de x ao conjunto E não existe.

2.2.2 Médias temporais

Conforme observamos anteriormente

τ(E, x) = lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)), onde φ = XE .

O próximo enunciado generaliza o Teorema 2.2.1 para o caso em que φ é uma
função integrável qualquer:

Teorema 2.2.3 (Birkhoff). Seja f : M → M uma transformação mensurável
e seja µ uma probabilidade invariante por f . Dada qualquer função integrável
φ :M → R, o limite

φ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) (2.2.2)

existe em µ-quase todo ponto x ∈ M . Além disso, a função φ̃ definida desta
forma é integrável e satisfaz∫

φ̃(x) dµ(x) =

∫
φ(x) dµ(x).

Um pouco mais adiante obteremos este teorema como caso particular de
um resultado mais geral, o teorema ergódico subaditivo. O limite φ̃ é chamado
média temporal, ou média orbital, de φ. A proposição a seguir mostra que as
médias temporais são constantes ao longo de órbitas, em µ-quase todo ponto,
generalizando a igualdade (2.2.1):

Proposição 2.2.4. Seja φ :M → R uma função integrável. Então,

φ̃(f(x)) = φ̃(x) para µ-quase todo ponto x ∈M . (2.2.3)
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Demonstração. Por definição,

φ̃(f(x)) = lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

φ(f j(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) +
1

n

[
φ(fn(x))− φ(x)

]
= φ̃(x) + lim

n→∞

1

n

[
φ(fn(x))− φ(x)

]
.

Vamos precisar do seguinte lema:

Lema 2.2.5. Se ϕ é uma função integrável então limn(1/n)ϕ(f
n(x)) = 0 para

µ-quase todo ponto x ∈M .

Demonstração. Fixe qualquer ε > 0. Como µ é invariante, temos que

µ
(
{x ∈M : |ϕ(fn(x))| ≥ nε}

)
= µ

(
{x ∈M : |ϕ(x)| ≥ nε}

)
=

∞∑
k=n

µ
(
{x ∈M : k ≤ |ϕ(x)|

ε
< k + 1}

)
.

Somando sobre todo n ∈ N, obtemos que

∞∑
n=1

µ
(
{x ∈M : |ϕ(fn(x))| ≥ nε}

)
=

∞∑
k=1

kµ
(
{x ∈M : k ≤ |ϕ(x)|

ε
< k + 1}

)
≤

∫
|ϕ|
ε
dµ.

Como ϕ é integrável, por hipótese, todas estas expressões são finitas. Isso implica
que o conjunto B(ε) dos pontos x tais que |ϕ(fn(x))| ≥ nε para infinitos valores
de n tem medida nula (veja o Exerćıcio A.1.6). Segue imediatamente da de-
finição de B(ε) que para todo x /∈ B(ε) existe algum p ≥ 1 tal que |ϕ(fn(x))| <
nε para todo n ≥ p. Agora considere o conjunto B = ∪∞

i=1B(1/i). Então B tem
medida nula e para todo x /∈ B vale que limn(1/n)ϕ(f

n(x)) = 0.

Aplicando o Lemma 2.2.5 à função ϕ = φ obtemos a igualdade (2.2.3). Isto
completa a demonstração da Proposição 2.2.4.

Em geral, o subconjunto com medida total onde vale a convergência (2.2.2)
no Teorema 2.2.3 depende da função φ que estamos considerando. No entanto,
em alguns casos é posśıvel escolher esse conjunto independentemente da função.
Um exemplo útil desta situação é o seguinte:

Teorema 2.2.6. Suponha que M é um espaço métrico compacto e f :M →M
é uma aplicação mensurável. Então existe um conjunto mensurável G ⊂ M
com µ(G) = 1 tal que

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) → φ̃(x) (2.2.4)

para todo x ∈ G e toda função cont́ınua φ :M → R.
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Demonstração. Pelo teorema ergódico de Birkhoff, para cada função cont́ınua
φ existe um conjunto G(φ) ⊂M com µ(G(φ)) = 1 tal que (2.2.4) é válido para
todo x ∈ G(φ). Sabemos que o espaço C0(M) das funções cont́ınuas admite
algum subconjunto {φk : k ∈ N} enumerável denso. Tomemos

G =

∞∩
k=1

G(φk).

É claro que µ(G) = 1. Portanto basta provar que (2.2.4) vale para toda função
cont́ınua φ sempre que x ∈ G. Isso pode ser feito da seguinte maneira. Dado
φ ∈ C0(M) e qualquer ε > 0, tomemos k ∈ N tal que

∥φ− φk∥ = sup
{
|φ(x)− φk(x)| : x ∈M

}
≤ ε.

Então, dado qualquer ponto x ∈ G,

lim sup
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) ≤ lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φk(f
j(x)) + ε = φ̃k(x) + ε

lim inf
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) ≥ lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φk(f
j(x))− ε = φ̃k(x)− ε.

Isto implica que

lim sup
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x))− lim inf
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) ≤ 2ε.

Como ε é arbitrário, segue que o limite φ̃(x) existe, conforme afirmado.

Em geral não é posśıvel dizer nada sobre a velocidade da convergência no
Teorema 2.2.3. Por exemplo, segue de um teorema de Kakutani e Petersen
(confira as páginas 94 a 99 do livro de Petersen [Pet83]) que se a medida µ
é ergódica 1 e não atômica então, dada qualquer sequência (an)n de números
positivos com limn an = 0, existe alguma função mensurável limitada φ tal que

lim sup
n

1

an

∣∣∣ 1
n

n−1∑
j=0

φ(f j(x))−
∫
φdµ

∣∣∣ = +∞.

Outra observação interessante é que não existe um análogo do teorema
ergódico de Birkhoff para medidas invariantes infinitas. De fato, suponha que µ
é medida invariante σ-finita, mas infinita, de uma transformação f : M → M .
Dizemos que um conjunto mensurável W ⊂ M é errante se as pré-imagens
f−i(W ), i ≥ 0 são disjuntas duas-a-duas. Suponha que µ é ergódica e conser-
vativa, ou seja, todo conjunto errante tem medida nula. Então, dada qualquer
sequência (an)n de números positivos,

1Dizemos que uma medida invariante µ é ergódica se f−1(A) = A a menos de medida nula
implica que µ(A) = 0 ou µ(Ac) = 0. O estudo das medidas ergódicas será o tema do próximo
caṕıtulo.
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• ou, para toda φ ∈ L1(µ),

lim inf
n

1

an

n−1∑
j=0

φ ◦ f j = 0 em quase todo ponto;

• ou existe (nk)k → ∞ tal que, para toda φ ∈ L1(µ),

lim
k

1

ank

nk−1∑
j=0

φ ◦ f j = ∞ em quase todo ponto.

Este resultado e outros fatos correlatos estão demonstrados na Seção 2.4 do livro
de Aaronson [Aar97].

2.2.3 Teorema de von Neumann e consequências

O teorema de von Neumann (Teorema 2.1.7) também pode ser deduzido dire-
tamente do teorema de Birkhoff, como vamos mostrar a seguir.

Considere qualquer função φ ∈ L2(µ) e seja φ̃ a sua média temporal. Co-
meçamos por mostrar que φ̃ ∈ L2(µ) e a sua norma satisfaz ∥φ̃∥2 ≤ ∥φ∥2. Para
isso, note que

|φ̃| ≤ lim
n

1

n

n−1∑
j=0

|φ ◦ f j | e, portanto, |φ̃
∣∣2 ≤ lim

n

( 1

n

n−1∑
j=0

∣∣φ ◦ f j |
)2

.

Então, pelo lema de Fatou (Teorema A.2.10),

[ ∫
|φ̃
∣∣2 dµ]1/2 ≤ lim inf

n

[ ∫ ( 1

n

n−1∑
j=0

|φ ◦ f j |
)2

dµ
]1/2

. (2.2.5)

Podemos usar a desigualdade de Minkowski para majorar a sequência do lado
direito: [ ∫ ( 1

n

n−1∑
j=0

|φ ◦ f j |
)2

dµ
]1/2

≤ 1

n

n−1∑
j=0

[ ∫
|φ ◦ f j |2 dµ

]1/2
. (2.2.6)

Como µ é invariante por f , a expressão do lado direito é igual a
[ ∫

|φ|2 dµ
]1/2

.
Portanto, (2.2.5) e (2.2.6) implicam que ∥φ̃∥2 ≤ ∥φ∥2 <∞.

Agora vamos mostrar que (1/n)
∑n−1

j=0 φ ◦ f j converge para φ̃ em L2(µ).
Inicialmente, suponha que a função φ é limitada, isto é, que existe C > 0 tal
que |φ| ≤ C. Então

∣∣∣ 1
n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j
∣∣∣ ≤ C para todo n e |φ̃| ≤ C.
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Então podemos usar o teorema da convergência dominada (Teorema A.2.11)
para concluir que

lim
n

∫ ( 1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j − φ̃
)2

dµ =

∫ (
lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j − φ̃
)2

dµ = 0,

ou seja, que (1/n)
∑n−1

j=0 φ ◦ f j converge para φ̃ em L2(µ). Falta estender esta

conclusão para uma função φ qualquer em L2(µ). Para isso, consideremos uma
sequência (φk) de funções limitadas tal que (φk)k converge para φ. Por exemplo

φk(x) =

{
φ(x) se |φ(x)| ≤ k
0 caso contrário.

Denotemos por φ̃k as respectivas médias temporais. Dado qualquer ε > 0,
fixemos k0 tal que ∥φ−φk∥2 < ε/3 para todo k ≥ k0. Note que ∥(φ−φk)◦f j∥2
é igual a ∥φ− φk∥2 para todo j ≥ 0, porque a medida µ é invariante. Logo,

∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

(φ− φk) ◦ f j
∥∥∥
2
≤ ∥φ− φk∥2 < ε/3 para todo n ≥ 1 e k ≥ k0. (2.2.7)

Observe também que φ̃ − φ̃k é a média temporal da função φ − φk. Portanto,
o argumento do parágrafo anterior dá que

∥φ̃− φ̃k∥2 ≤ ∥φ− φk∥2 < ε/3 para todo k ≥ k0. (2.2.8)

Por hipótese, para cada k ≥ 1 existe n0(k) ≥ 1 tal que

∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

φk ◦ f j − φ̃k

∥∥∥
2
< ε/3 para todo n ≥ n0(k). (2.2.9)

Somando (2.2.7), (2.2.8), (2.2.9) obtemos

∥∥∥ 1
n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j − φ̃
∥∥∥
2
< ε para todo n ≥ n0(k0).

Isto completa a prova do teorema de von Neumann a partir do teorema de
Birkhoff.

No Exerćıcio 2.3.10 propomos uma generalização destas conclusões para um
espaço Lp(µ) qualquer.

Corolário 2.2.7. A média temporal φ̃ de qualquer função φ ∈ L2(µ) coincide
com a projeção ortogonal P (φ) de φ no subespaço das funções invariantes.

Demonstração. Por um lado, o Teorema 2.1.7 dá que (1/n)
∑n−1

j=0 φ◦f j converge
para P (φ) em L2(µ). Por outro lado, acabamos de mostrar que essa sequência
converge para φ̃ em L2(µ). Por unicidade do limite, P (φ) = φ̃.
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Corolário 2.2.8. Se f : M → M é invert́ıvel então as médias temporais de
qualquer função φ ∈ L2(µ) para f e para f−1 coincidem em µ-quase todo ponto:

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f−j = lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j em µ-quase todo ponto. (2.2.10)

Demonstração. O limite do lado esquerdo de (2.2.10) é a projeção ortogonal de
φ no subespaço das funções invariantes por f−1, enquanto que o limite do lado
direito é a projeção ortogonal de φ no subespaço das funções invariantes por f .
É claro que estes dois subespaços são exatamente o mesmo. Logo os dois limites
coincidem em L2(µ).

2.3 Teorema ergódico subaditivo

Dizemos que uma sequência de funções φn : M → R é subaditiva para uma
transformação f :M →M se

φm+n ≤ φm + φn ◦ fm para todo m,n ≥ 1. (2.3.1)

Exemplo 2.3.1. A sequência φn : M → R diz-se aditiva se vale a igualdade
em (2.3.1), ou seja, se φm+n = φm +φn ◦ fm para todo m,n ≥ 1. Por exemplo,
toda soma temporal

φn(x) =

n−1∑
j=0

φ(f j(x))

constitui uma sequência aditiva. É fácil verificar que toda sequência aditiva é
desta forma, com φ = φ1.

No próximo exemplo usamos a noção de norma de uma matriz quadrada,
que é definida do seguinte modo. Seja A uma matriz quadrada de dimensão
d ≥ 2. Então

∥A∥ = sup
{∥Av∥

∥v∥
: v ∈ Rd \ {0}

}
. (2.3.2)

Segue diretamente da definição que a norma do produto de duas matrizes é
menor ou igual que o produto das normas dessas matrizes:

∥AB∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥ . (2.3.3)

Exemplo 2.3.2. Seja A : M → GL(d,R) uma função mensurável com valores
no grupo linear, ou seja, o conjunto GL(d,R) das matrizes quadradas invert́ıveis
de dimensão d. Defina

ϕn(x) = A(fn−1(x)) · · ·A(f(x))A(x)

para todo n ≥ 1 e x ∈M . Então a sequência φn(x) = log ∥ϕn(x)∥ é subaditiva.
De fato,

ϕm+n(x) = ϕn(fm(x))ϕm(x)



46 CAPÍTULO 2. TEOREMAS ERGÓDICOS

e, portanto, usando (2.3.3),

φm+n(x) = log ∥ϕn(fm(x))ϕm(x)∥
≤ log ∥ϕm(x)∥+ log ∥ϕn(fm(x))∥ = φm(x) + φn(f

m(x))

para todo m, n e x.

Lembre que, dada uma função φ : M → R representamos por φ+ : M → R
a função definida por φ+(x) = max{φ(x), 0}.

Teorema 2.3.3 (Kingman). Seja µ uma probabilidade invariante para uma
transformação f :M →M e seja φn :M → R, n ≥ 1 uma sequência subaditiva
de funções mensuráveis tal que φ+

1 ∈ L1(µ). Então a sequência (φn/n)n con-
verge em µ-quase todo ponto para uma função f -invariante φ :M → [−∞,+∞).
Além disso, φ+ ∈ L1(µ) e∫

φdµ = lim
n

1

n

∫
φn dµ = inf

n

1

n

∫
φn dµ ∈ [−∞,+∞).

A prova do Teorema 2.3.3 que vamos apresentar é devida a Avila, Bochi [AB],
os quais se inspiraram na demonstração do Teorema 2.2.3 dada por Katznelson,
Weiss [KW82]. Um ponto importante é que o teorema ergódico de Birkhoff
não é usado no argumento. Isso nos permitirá obter o teorema de Birkhoff
como corolário do Teorema 2.3.3. Para a prova, veja [eKO14]. Vamos agora dar
algumas aplicações do Teorema 2.3.3.

2.3.1 Expoentes de Lyapunov

Como observamos anteriormente, toda sequência de somas orbitais

φn =

n−1∑
j=0

φ ◦ f j , n ≥ 1

é aditiva e, em particular, subaditiva. Portanto, o teorema ergódico de Birkhoff
(Teorema 2.2.3) é um caso particular do Teorema 2.3.3.

Outra corolário importante do teorema ergódico subaditivo é o teorema de
Furstenberg-Kesten, que enunciaremos a seguir.

Seja f :M →M uma transformação mensurável e seja µ uma probabilidade
invariante. Seja θ :M → GL(d) uma função mensurável com valores no conjunto
GL(d) das matrizes quadradas invert́ıveis de dimensão d. O cociclo definido por
θ sobre a transformação f é a sequência de funções dada por

ϕn(x) = θ(fn−1(x)) · · · θ(f(x))θ(x) para n ≥ 1 e ϕ0(x) = id

para todo x ∈M . Deixamos ao cuidado do leitor verificar que

ϕm+n(x) = ϕn(fm(x)) · ϕm(x) para todo m,n ∈ Z e todo x ∈M . (2.3.4)

Também é fácil verificar que, reciprocamente, qualquer sequência (ϕn)n que
satisfaz (2.3.4) é o cociclo definido por θ = ϕ1 sobre a transformação f .
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Teorema 2.3.4 (Furstenberg-Kesten). Se log+ ∥θ∥ ∈ L1(µ) então

λmax(x) = lim
n

1

n
log ∥ϕn(x)∥

existe em µ-quase todo ponto. Além disso, λ+max ∈ L1(µ) e∫
λmax dµ = lim

n

1

n

∫
log ∥ϕn∥ dµ = inf

n

1

n

∫
log ∥ϕn∥ dµ.

Se log+ ∥θ−1∥ ∈ L1(µ) então

λmin(x) = lim
n

− 1

n
log ∥ϕn(x)−1∥

existe em µ-quase todo ponto. Além disso, λmin ∈ L1(µ) e∫
λmin dµ = lim

n
− 1

n

∫
log ∥(ϕn)−1∥ dµ = sup

n
− 1

n

∫
log ∥(ϕn)−1∥ dµ.

Para deduzir este resultado do Teorema 2.3.3 basta observar que as sequên-
cias

φmax
n (x) = log ∥ϕn(x)∥ e φmin

n (x) = log ∥ϕn(x)−1∥
são subaditivas (lembre do Exemplo 2.3.2).

O teorema ergódico multiplicativo de Oseledets, que vamos enunciar a seguir,
refina muito a conclusão do teorema de Furstenberg-Kesten. Ele afirma que, nas
mesmas condições do Teorema 2.3.4, para µ-quase todo x ∈M existe um número
inteiro positivo k = k(x) e existem números reais λ1(x) > · · · > λk(x) e uma
filtração

Rd = V 1
x > · · · > V k

x > V k+1
x = {0} (2.3.5)

tal que, para todo i ∈ {1, . . . , k} e para µ-quase todo x ∈M ,

(a1) k(f(x)) = k(x) e λi(f(x)) = λi(x) e θ(x) · V i
x = V i

f(x);

(b1) lim
n

1

n
log ∥ϕn(x)v∥ = λi(x) para todo v ∈ V i

x \ V i+1
x ;

(c1) lim
n

1

n
log |detϕn(x)| =

k∑
i=1

di(x)λi(x), onde di(x) = dimV i
x − dimV i+1

x .

Além disso, os números k(x) e λ1(x), . . . , λk(x) e os subespaços V 1
x , . . . , V

k
x

dependem mensuravelmente do ponto x.
Os números λi(x) são chamados expoentes de Lyapunov de θ relativamente a

f no ponto x. Eles satisfazem λ1 = λmax e λk = λmin. Por esta razão, também
chamamos λmax(x) e λmin(x) de expoentes de Lyapunov extremais no ponto x.
Cada di(x) é chamado multiplicidade do expoente de Lyapunov λi(x).

Quando f é invert́ıvel, podemos estender a sequência (ϕn)n a todo o Z,
definindo

ϕ−n(x) = ϕn(f−n(x))−1 para todo n ≥ 1 e x ∈M .
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Supondo também que log+ ∥θ−1∥ ∈ L1(µ), é posśıvel obter uma conclusão mais
forte do que anteriormente: no lugar da filtração (2.3.5) obtemos uma decom-
posição

Rd = E1
x ⊕ · · · ⊕ Ek

x (2.3.6)

tal que, para todo i = 1, . . . , k,

(a2) θ(x) · Ei
x = Ei

f(x) e V
i
x = V i+1

x ⊕ Ei
x; logo, dimEi

x = dimV i
x − dimV i+1

x ;

(b2) lim
n→±∞

1

n
log ∥ϕn(x)v∥ = λi(x) para todo v ∈ Ei

x diferente de zero;

(c2) lim
n→+∞

1

n
log |detϕn(x)| =

k∑
i=1

di(x)λi(x), onde di(x) = dimEi
x.

O leitor encontra uma discussão muita mais completa destes resultados,
incluindo as demonstrações, no Caṕıtulo 4 do livro [Via14].

2.3.2 Exerćıcios

2.3.1. Mostre que sob as hipóteses do teorema de von Neumann vale a seguinte
conclusão mais forte:

lim
n−m→∞

1

n−m

n−1∑
j=m

φ ◦ f j → P (φ).

2.3.2. Use o exerćıcio anterior para mostrar que dado A ⊂ M com µ(A) > 0,
o conjunto dos valores de n ∈ N tais que µ(A ∩ f−n(A)) > 0 é sindético.
[Observação: Já vimos outra prova deste fato no Exerćıcio 1.6.10.]

2.3.3. Prove que o conjunto F = {φ ∈ L1(µ) : φ é f -invariante} é um subespaço
fechado de L1(µ).

2.3.4. Enuncie e prove uma versão do teorema de von Neumann para fluxos.

2.3.5. Seja f t :M →M , t ∈ R um fluxo cont́ınuo num espaço métrico compacto
M e seja µ uma probabilidade invariante. Verifique que o grupo a 1-parâmetro
Ut : L2(µ) → L2(µ), t ∈ R dos operadores de Koopman φ 7→ Utφ = φ ◦ f t é
fortemente cont́ınuo. Mostre que µ é ergódica se, e somente se, 0 é um autovalor
simples do gerador infinitesimal desse grupo.

2.3.6. Seja X = {x1, . . . , xr} um conjunto finito e seja σ : X → X uma per-
mutação. A permutação σ é chamada de ćıclica se ela admite uma (única)
órbita de cardinalidade r.

1. Dada uma permutação ćıclica σ e uma função φ : X → R prove que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

φ(σi(x)) =
φ(x1) + · · ·+ φ(xr)

r
.
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2. Mais geralmente, prove que para toda permutação σ e função φ

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

φ(σi(x)) =
φ(x) + φ(σ(x)) + · · ·+ φ(σp−1(x))

p
,

onde p ≥ 1 é a cardinalidade da órbita de x.

2.3.7. Verifique que o Lema 2.2.5 também pode ser deduzido do teorema ergó-
dico de Birkhoff. Desta forma, também podemos enfraquecer a hipótese: basta
supor que ϕ é mensurável e ψ = ϕ ◦ f − ϕ é integrável.

2.3.8. Uma função φ : Z → R é dita uniformemente quase periódica se para
cada ε > 0 existe L(ε) ∈ N tal que todo intervalo {n + 1, . . . , n + L(ε)} no
conjunto Z tem algum elemento τ tal que |φ(k+τ)−φ(k)| < ε para todo k ∈ Z.
Chamaremos τ de um ε-quase peŕıodo de f .

(a) Prove que se φ é uniformemente quase periódica então ela é limitada.

(b) Mostre que para todo ε > 0 existe ρ ≥ 1 tal que

∣∣∣1
ρ

(n+1)ρ∑
j=nρ+1

φ(j)− 1

ρ

ρ∑
j=1

φ(j)
∣∣∣ < 2ε para todo n ≥ 1.

(c) Mostre que a sequência (1/n)
∑n

j=1 φ(j) converge para algum número real
quando n→ ∞.

(d) Mais geralmente, prove que limn(1/n)
∑n

k=1 φ(x + k) existe para todo
x ∈ Z e é independente de x.

2.3.9. Prove que para Lebesgue quase todo ponto x ∈ [0, 1], a média geométrica
dos números inteiros a1, . . . , an, . . . na expansão de x em fração cont́ınua con-
verge para algum valor, ou seja, existe b ∈ R tal que limn(a1a2 · · · an)1/n = b.
[Observação: Compare com o Exerćıcio 3.2.12.]

2.3.10. Seja φ :M → R uma função integrável e seja φ̃ a sua média temporal,
dada pelo Teorema 2.2.3. Mostre que se φ ∈ Lp(µ) para algum p > 1 então
φ̃ ∈ Lp(µ) e vale ∥φ̃∥p ≤ ∥φ∥p. Além disso,

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ f j

converge para φ̃ no espaço Lp(µ).

2.3.11. Prove o teorema de Birkhoff para fluxos: se µ é uma probabilidade
invariante por um fluxo f e φ ∈ L1(µ) então a função

φ̃(x) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

φ(f t(x)) dt

está definida em µ-quase todo ponto e
∫
φ̃ dµ =

∫
φdµ.
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2.3.12. Prove que se uma transformação cont́ınua f : M → M de um espaço
métrico compacto M só admite uma probabilidade invariante µ e ela é tal que
µ(A) > 0 para todo aberto não vazio A ⊂ M , então toda órbita de f é densa
em M .

2.3.13. Dê uma demonstração direta do teorema ergódico de Birkhoff (Teo-
rema 2.2.3), usando a abordagem da demonstração do Teorema 2.3.3.

2.3.14. Dada uma sequência subaditiva (φn)n com φ+
1 ∈ L1(µ), mostre que as

funções

φ− = lim inf
n

φn

n
e φ+ = lim sup

n

φn

n

são f -invariantes, isto é, φ−(x) = φ− ◦ f(x) e φ+(x) = φ+ ◦ f(x) para µ-quase
todo x ∈M .

2.3.15. Enuncie e prove o teorema ergódico subaditivo para fluxos.

2.3.16. Seja f : M → M um difeomorfismo de classe C1 numa variedade
compacta, preservando a medida de Lebesgue. Verifique que

k(x)∑
i=1

di(x)λi(x) = 0 em µ-quase todo ponto x ∈M

onde λi(x), i = 1, . . . , k(x) são os expoentes de Lyapunov de Df no ponto x e
di(x), i = 1, . . . , k(x) são as respectivas multiplicidades.

2.3.17. Seja (φn)n uma sequência subaditiva de funções para uma transformação
f :M →M . Chamamos constante temporal de (φn)n ao limite

lim
n

1

n

∫
φn dµ.

Supondo que o limite existe e é finito, mostre que podemos escrever φn = ψn+γn
para cada n, de tal forma que (ψn)n é uma sequência aditiva e (γn)n é uma
sequência subaditiva com constante temporal igual a zero.

2.3.18. Nas condições do teorema de Furstenberg-Kesten, mostre que a sequên-
cia ψn = (1/n) log ∥ϕn∥ é uniformemente integrável, no seguinte sentido: para
todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

µ(E) < δ ⇒
∫
E

ψ+
n dµ < ε para todo n.

2.3.19. Nas condições do teorema de Furstenberg-Kesten, para cada k ≥ 1,
seja Ψk a média temporal da função ψk = (1/k) log ∥ϕk∥ relativamente à trans-
formação fk. Mostre que λmax(x) ≤ Ψk(x) para todo k e µ-quase todo x.
Usando o Exerćıcio 2.3.18, mostre que para todo ρ > 0 e µ-quase todo x existe
k tal que Ψk(x) ≤ λmax(x) + ρ.



Caṕıtulo 3

Ergodicidade

Os teoremas apresentados no caṕıtulo anterior dão plena justificativa à primeira
parte da hipótese ergódica de Boltzmann: o tempo médio de visita τ(E, x) a
um dado conjunto mensurável E está bem definido para quase todo ponto x.
A segunda parte da hipótese ergódica, isto é, que o tempo médio de visita seja
igual à medida de E para quase todo ponto x, é um enunciado de natureza
diferente e será o tema do presente caṕıtulo.

Ao longo do caṕıtulo sempre suporemos que µ é uma medida de probabi-
lidade invariante por uma transformação mensurável f : M → M . Diremos
que o sistema (f, µ) é ergódico se, dado qualquer conjunto mensurável E, temos
τ(E, x) = µ(E) para µ-quase todo ponto x ∈ M . Vamos ver que isto equivale
a dizer que o sistema é dinamicamente indiviśıvel, no sentido de que qualquer
conjunto invariante tem medida nula ou medida total. Outras formulações equi-
valentes da propriedade de ergodicidade serão discutidas na Seção 3.1. Uma de-
las é que médias temporais coincidem com médias espaciais: para toda função
integrável φ,

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) =

∫
φdµ em µ-quase todo ponto.

Na Seção 3.2 apresentaremos, por meio de exemplos, diversas técnicas para
provar ou negar ergodicidade. A maioria será reutilizada posteriormente, em
situações mais complexas. Em seguida adotaremos o seguinte ponto de vista:
fixamos o sistema dinâmico e analisamos as propriedades das medidas ergódicas
dentro do espaço de todas as medidas invariantes desse sistema dinâmico. As
medidas ergódicas são precisamente os elementos extremais desse espaço.

3.1 Sistemas ergódicos

Conforme dissemos, a medida µ diz-se ergódica para f (ou f diz-se ergódica
relativamente a µ) se o tempo médio de visita a qualquer conjunto mensurável
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coincide, em µ-quase todo ponto, com a medida desse conjunto. Nas duas
subseções a seguir estudaremos diversas propriedades equivalentes a esta.

3.1.1 Conjuntos e funções invariantes

Dizemos que uma função mensurável φ : M → R é invariante se φ = φ ◦ f
em µ-quase todo ponto. Ou seja, a menos de um conjunto com medida nula,
a função é constante em toda trajetória de f . Além disso, dizemos que um
conjunto mensurável B ⊂ M é invariante se a sua função caracteŕıstica XB é
uma função invariante. Em outras palavras, B é invariante se ele difere da sua
pré-imagem f−1(B) por um conjunto de medida nula:

µ(B∆f−1(B)) = 0.

Veja no Exerćıcio 1.6.4 formulações equivalentes desta propriedade. É fácil
verificar que a famı́lia de todos os conjuntos invariantes é uma σ-álgebra, isto
é, ela é fechada para o complementar e para uniões e interseções enumeráveis.

Exemplo 3.1.1. Seja f a expansão decimal, introduzida na Seção 1.3.1, e seja
µ a medida de Lebesgue. Claramente, o conjunto A = Q ∩ [0, 1] dos números
racionais é invariante. Outros exemplos interessantes são os conjunto de pontos
x = 0, a1a2 . . . em [0, 1] com uma dada proporção de d́ıgitos ai com cada valor
k ∈ {0, . . . , 9}. Mais precisamente, dado qualquer vetor p = (p0, . . . , p9) tal que
pi ≥ 0 para todo i e

∑
i pi = 1, defina

Ap = {x : lim
n

1

n
#{1 ≤ i ≤ n : ai = k} = pk para k = 0, . . . , 9}.

Para ver que Ap é invariante, observe que se x = 0, a1a2 . . . então todo ponto

y ∈ f−1(x) se escreve na forma y = 0, ba1a2 . . . para algum b ∈ {0, . . . , 9}. É
claro que o d́ıgito extra b não muda a frequência dos diversos valores 0, . . . , 9
na expansão decimal. Portanto y ∈ Ap se, e somente se, x ∈ Ap.

Exemplo 3.1.2. Seja φ : [0, 1] → R uma função em L1(µ). De acordo com o
teorema ergódico de Birkhoff (Teorema 2.2.3), a sua média temporal φ̃ é uma
função invariante. Então, todo conjunto de ńıvel

Bc = {x ∈ [0, 1]; φ̃(x) = c}

é invariante. Observe também que toda função invariante é desta forma: é fácil
ver que se φ é invariante então ela coincide em µ-quase todo ponto com a sua
média temporal φ̃.

A seguinte proposição coleta diversas maneiras equivalentes de definir ergo-
dicidade. Dizemos que uma função φ é constante em µ-quase todo ponto se
existe c ∈ R tal que φ(x) = c para µ-quase todo x ∈M .

Proposição 3.1.3. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação
mensurável f :M →M . As seguintes condições são equivalentes:
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(a) Para todo conjunto mensurável B ⊂ M tem-se τ(B, x) = µ(B) para µ-
quase todo ponto.

(b) Para todo conjunto mensurável B ⊂ M a função τ(B, ·) é constante em
µ-quase todo ponto.

(c) Para toda função integrável φ : M → R tem-se φ̃(x) =
∫
φdµ para µ-

quase todo ponto.

(d) Para toda função integrável φ : M → R a média temporal φ̃ : M → R é
constante em µ-quase todo ponto.

(e) Para toda função integrável invariante ψ : M → R tem-se ψ(x) =
∫
ψ dµ

para µ-quase todo ponto.

(f) Toda função integrável invariante ψ : M → R é constante em µ-quase
todo ponto.

(g) Para todo subconjunto invariante A tem-se µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Demonstração. É imediato que (a) implica (b), que (c) implica (d) e que (e)
implica (f). Também é claro que (e) implica (c) e (f) implica (d), porque a média
temporal é uma função invariante (lembre da Proposição 2.2.4). Analogamente,
(c) implica (a) e (d) implica (b), porque o tempo médio de visita é uma média
temporal (da função caracteŕıstica de B). Agora basta provar as seguintes
implicações:

(b) implica (g): Seja A um conjunto invariante. Então τ(A, x) = 1 para
µ-quase todo x ∈ A e τ(A, x) = 0 para µ-quase todo x ∈ Ac. Como τ(A, ·) é
constante em µ-quase todo ponto, por hipótese, segue que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

(g) implica (e): Seja ψ uma função integrável invariante. Então todo con-
junto

Bc = {x ∈M : ψ(x) ≤ c}

é invariante. Logo, a hipótese implica que µ(Bc) ∈ {0, 1} para todo c ∈ R.
Como c 7→ µ(Bc) é não-decrescente, segue que existe c̄ ∈ R tal que µ(Bc) = 0
para todo c < c̄ e µ(Bc) = 1 para todo c ≥ c̄. Então ψ = c̄ em µ-quase todo
ponto. Logo,

∫
ψ dµ = c̄ e, portanto, ψ =

∫
ψ dµ em µ-quase todo ponto.

3.1.2 Caracterização espectral

A próxima proposição caracteriza a propriedade de ergodicidade por meio do
operador de Koopman Uf (φ) = φ ◦ f :

Proposição 3.1.4. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação
mensurável f :M →M . As seguintes condições são equivalentes:

(a) (f, µ) é ergódico.
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(b) Para qualquer par de conjuntos mensuráveis A e B vale

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

µ(f−j(A) ∩B) = µ(A)µ(B). (3.1.1)

(c) Para quaisquer funções φ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ), com 1/p+ 1/q = 1, vale

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

∫
(U j

fφ)ψ dµ =

∫
φdµ

∫
ψ dµ. (3.1.2)

Demonstração. É claro que (c) implica (b): basta tomar φ = XA e ψ = XB .
Para mostrar que (b) implica (a), suponha que A é um conjunto invariante.
Tomando A = B na hipótese (b), obtemos que

µ(A) = lim
n

1

n

n−1∑
j=0

µ(f−j(A) ∩A) = µ(A)2.

Isto implica que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Agora resta provar que (a) implica (c). Considere φ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ).
Por ergodicidade e pelo teorema ergódico de Birkhoff (Teorema 2.2.3) temos que

1

n

n−1∑
j=0

U j
fφ→

∫
φdµ (3.1.3)

em µ-quase todo ponto. Inicialmente, suponha que |φ| ≤ k para algum k ≥ 1.
Então, para todo n ∈ N,

∣∣( 1
n

n−1∑
j=0

U j
fφ

)
ψ
∣∣ ≤ k|ψ|.

Portanto, como k|ψ| ∈ L1(µ), podemos usar o teorema da convergência domi-
nada (Teorema A.2.11) para concluir que

∫
(
1

n

n−1∑
j=0

U j
fφ)ψ dµ→

∫
φdµ

∫
ψ dµ.

Isto prova a afirmação (3.1.2) quando φ é limitada. Falta remover esta última
condição. Dado qualquer φ ∈ Lp(µ) e dado k ≥ 1, defina

φk(x) =

 k se φ(x) > k
φ(x) se φ(x) ∈ [−k, k]
−k se φ(x) < −k.
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Fixemos ε > 0. Pelo argumento anterior, para todo k ≥ 1 vale que

∣∣ ∫ (
1

n

n−1∑
j=0

U j
fφk)ψ dµ−

∫
φk dµ

∫
ψ dµ

∣∣ < ε (3.1.4)

se n é suficientemente grande (dependendo de k). Em seguida, observe que
∥φk − φ∥p → 0 quando k → ∞: isto é claro quando p = ∞, porque φk = φ
para todo k > ∥φ∥∞; para p < ∞ use o teorema da convergência monótona
(Teorema A.2.9). Logo, usando a desigualdade de Hölder, temos que∣∣ ∫ (φk − φ) dµ

∫
ψ dµ

∣∣ ≤ ∥φk − φ∥p
∣∣ ∫ ψ dµ

∣∣ < ε, (3.1.5)

para todo k suficientemente grande. De modo semelhante,

∣∣ ∫ 1

n

n−1∑
j=0

U j
f (φk − φ)ψ dµ

∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
j=0

∣∣ ∫ U j
f (φk − φ)ψ dµ

∣∣
≤ 1

n

n−1∑
j=0

∥U j
f (φk − φ)∥p ∥ψ∥q dµ

= ∥φk − φ∥p ∥ψ∥q < ε,

(3.1.6)

para todo n e todo k suficientemente grande, independente de n. Fixe k tal
que (3.1.5) e (3.1.6) sejam válidas e, em seguida, tome n suficientemente grande
para que (3.1.4) valha igualmente. Somando as três relações (3.1.4) a (3.1.6),
obtemos que ∣∣ ∫ (

1

n

n−1∑
j=0

U j
fφ)ψ dµ−

∫
φdµ

∫
ψ dµ

∣∣ < 3ε

para todo n suficientemente grande. Isto conclui a prova da condição (c).

No caso p = q = 2, a condição (3.1.2) pode ser expressa em termos do
produto interno · no espaço L2(µ). Desta forma obtemos que (f, µ) é ergódico
se, e somente se:

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

[
(Un

f φ)− (φ · 1)
]
· ψ = 0 para todo φ,ψ ∈ L2(µ). (3.1.7)

Usaremos algumas vezes os seguintes fatos elementares: dados quaisquer
conjuntos mensuráveis A e B,

|µ(A)− µ(B)| = |µ(A \B)− µ(B \A)|
≤ µ(A \B) + µ(B \A) = µ(A∆B)

(3.1.8)

e dados quaisquer conjuntos A1, A2, B1, B2,

(A1 ∩A2)∆(B1 ∩B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2). (3.1.9)
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Corolário 3.1.5. Suponha que a condição (3.1.1) na Proposição 3.1.4 é satis-
feita para todo A e B em alguma álgebra A que gera a σ-álgebra dos conjuntos
mensuráveis. Então (f, µ) é ergódico.

Demonstração. Sejam A e B conjuntos mensuráveis quaisquer. Pelo teorema
de aproximação (Teorema A.1.19), dado qualquer ε > 0 existem A0 e B0 em A
tais que µ(A∆A0) < ε e µ(B∆B0) < ε. Observe que∣∣µ(f−j(A) ∩B)− µ(f−j(A0) ∩B0)

∣∣ ≤ µ(f−j(A)∆f−j(A0)) + µ(B∆B0)

= µ(A∆A0) + µ(B∆B0) < 2ε

(a igualdade usa o fato de que µ é medida invariante) para todo j

|µ(A)µ(B)− µ(A0)µ(B0)| ≤ µ(A∆A0) + µ(B∆B0) < 2ε.

Então, a hipótese

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

µ(f−j(A0) ∩B0) = µ(A0)µ(B0)

implica que

−4ε ≤ lim inf
n

1

n

n−1∑
j=0

µ(f−j(A) ∩B)− µ(A)µ(B)

≤ lim sup
n

1

n

n−1∑
j=0

µ(f−j(A) ∩B)− µ(A)µ(B) ≤ 4ε.

Como ε é arbitrário, isto prova que a condição (3.1.1) vale para todo par de
conjuntos mensuráveis. De acordo com a Proposição 3.1.4, segue que o sistema
é ergódico.

De modo semelhante, basta verificar o item (c) da Proposição 3.1.4 em
subconjuntos densos. A prova deste fato fica a cargo do leitor (veja o Exer-
ćıcio 3.1.3):

Corolário 3.1.6. Suponha que a condição (3.1.2) na Proposição 3.1.4 é satis-
feita para todo φ e ψ em subconjuntos densos de Lp(µ) e Lq(µ), respectivamente.
Então (f, µ) é ergódico.

3.1.3 Exerćıcios

3.1.1. Sejam (M,A) um espaço mensurável e f : M → M uma transformação
mensurável. Prove que se p ∈ M é um ponto periódico de peŕıodo k, então a
medida µp = 1

k (δp + δf(p) + · · ·+ δfk−1(p)) é ergódica.
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3.1.2. Seja µ uma probabilidade invariante, não necessariamente ergódica, de
uma transformação mensurável f : M → M . Mostre que dados quaisquer
conjuntos mensuráveis A e B existe o limite

lim
n

1

n

n−1∑
i=0

µ(f−i(A) ∩B).

3.1.3. Mostre que uma probabilidade invariante µ é ergódica para uma trans-
formação f se, e somente se, ocorre qualquer uma das seguintes condições:

(a) µ(
∪

n≥0 f
−n(A)) = 1 para todo A mensurável com µ(A) > 0;

(b) dados quaisquer conjuntos mensuráveis A,B com µ(A)µ(B) > 0, existe
n ≥ 1 tal que µ

(
f−n(A) ∩B

)
> 0;

(c) a convergência na condição (c) da Proposição 3.1.4 vale para alguma esco-
lha de p, q e algum subconjunto denso de funções φ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ);

(d) existe p ∈ [1,∞] tal que toda função invariante φ ∈ Lp(µ) é constante em
µ-quase todo ponto;

(e) toda função integrável φ com φ ◦ f ≥ φ em µ-quase todo ponto (ou
φ ◦ f ≤ φ em µ-quase todo ponto) é constante em µ-quase todo ponto.

3.1.4. Suponha que M é um espaço métrico. Prove que µ é ergódica para
f : M → M se, e somente se, a média temporal de toda função uniformemente
cont́ınua limitada φ :M → R é constante em µ-quase todo ponto.

3.1.5. Suponha que M é um espaço métrico. Chamamos bacia de uma proba-
bilidade invariante µ ao conjunto B(µ) dos pontos x ∈M tais que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(f j(x)) =

∫
φdµ

para toda função cont́ınua limitada φ : M → R. Justifique que a bacia é um
conjunto invariante. Além disso, se µ é ergódica então B(µ) tem µ-medida total.

3.1.6. Mostre que se µ e η são probabilidades ergódicas distintas de uma trans-
formação f :M →M , então η e µ são mutuamente singulares.

3.1.7. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação f :M →M .
Mostre que a medida produto µ2 = µ × µ é invariante pela transformação
f2 : M ×M → M ×M definida por f2(x, y) = (f(x), f(y)). Além disso, se
(f2, µ2) é ergódico então (f, µ) é ergódico. A rećıproca é verdadeira?

3.1.8. Seja f : M → M uma transformação preservando uma probabilidade
µ. Suponha que (fn, µ) é ergódico para todo n ≥ 1. Mostre que se φ é uma
autofunção não constante do operador de Koopman Uf então o autovalor não
é raiz da unidade e qualquer conjunto onde φ é constante tem medida nula.
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3.2 Exemplos

Nesta seção apresentamos, por meio de exemplos, diversos métodos para verifi-
car se um dado sistema é ou não ergódico.

3.2.1 Rotações em toros

Consideremos inicialmente o caso de uma rotação Rθ : S1 → S1 no ćırculo
S1 = R/Z. Conforme observamos na Seção 1.3.3, a medida de Lebesgue m é
invariante por Rθ. Queremos analisar o comportamento ergódico do sistema
(Rθ,m) para os diferentes valores de θ.

Se θ é racional, digamos θ = p/q em forma irredut́ıvel, então Rq
θ(x) = x para

todo x ∈ S1. Então, dado qualquer segmento I ⊂ S1 com comprimento menor
que 1/q, o conjunto

A = I ∪Rθ(I) ∪ · · · ∪Rq−1
θ (I)

é invariante e a sua medida de Lebesgue satisfaz 0 < m(A) < 1. Assim, se
θ é racional a medida de Lebesgue não é ergódica. A rećıproca é muito mais
interessante:

Proposição 3.2.1. Se θ é irracional, então Rθ é ergódica para a medida de
Lebesgue.

Vamos mencionar duas demonstrações diferentes deste fato. A primeira,
que detalharemos a seguir, usa fatos simples de Análise de Fourier. A segunda,
que deixaremos como exerćıcio (Exerćıcio 3.2.6), é baseada num argumento de
ponto de densidade semelhante ao que usaremos na Seção 3.2.2 para provar a
ergodicidade da expansão decimal.

Como anteriormente, denotamos por L2(m) o espaço de Hilbert das funções
mensuráveis ψ cujo quadrado é integrável, ou seja, tais que:∫

|ψ|2 dm <∞.

É conveniente considerarmos funções com valores em C, e assim será feito ao
longo da seção. Usaremos o fato bem conhecido de que a famı́lia de funções

ϕk : S1 → C, x 7→ e2πikx, k ∈ Z

é uma base de Hilbert deste espaço: dado qualquer φ ∈ L2(m) existe uma única
sequência (ak)k∈Z de números complexos tais que

φ(x) =
∑
k∈Z

ake
2πikx para quase todo x ∈ S1. (3.2.1)

Considere a expansão em série de Fourier (3.2.1) de uma função qualquer
φ ∈ L2(m). Então

φ
(
Rθ(x)

)
=

∑
k∈Z

ake
2πikθe2πikx. (3.2.2)
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Suponha que φ é invariante. Então (3.2.1) e (3.2.2) coincidem. Pela unicidade
dos coeficientes da expansão de Fourier, isto acontece se, e somente se,

ake
2πikθ = ak para todo k ∈ Z.

A hipótese de que θ é irracional significa que e2πikθ ̸= 1 para todo k ̸= 0.
Então a relação que acabamos de obter implica que ak = 0 para todo k ̸= 0.
Em outras palavras, φ(z) = a0 para m-quase todo z ∈ S1. Isto mostra que
toda função invariante em L2(m) é constante em m-quase todo ponto. Em
particular, a função caracteŕıstica φ = XA de qualquer conjunto invariante
A ⊂ S1 é constante em m-quase todo ponto. Isto é o mesmo que dizer que A
tem medida zero ou um. Logo, pela Proposição 3.1.3, temos que m é ergódica.

Estas observações estendem-se naturalmente às rotações no d-toro Td, para
qualquer d ≥ 1:

Proposição 3.2.2. Se θ = (θ1, . . . , θd) é racionalmente independente então a
rotação Rθ : Td → Td é ergódica para a medida de Lebesgue.

Isto pode ser provado por um argumento análogo ao do caso d = 1, usando
o fato de que a famı́lia de funções

ϕk1,...,kd
: Td → C, (x1, . . . , xd) 7→ e2πi(k1x1+···+kdxd), (k1, . . . , kd) ∈ Zd

é uma base de Hilbert do espaço L2(m) das funções φ : Td → C com quadrado
somável. Deixamos esta tarefa ao cuidado do leitor (Exerćıcio 3.2.1).

Corolário 3.2.3. Se θ = (θ1, . . . , θd) é racionalmente independente então a
rotação Rθ : Td → Td é minimal, ou seja, toda órbita O(x) = {Rn

θ (x) : n ∈ N}
é densa em Td.

Demonstração. Consideremos em Td a distância plana, que é definida por

d([ξ], [η]) = inf{d(ξ′, η′) : ξ′, η′ ∈ Rd, ξ′ ∼ ξ, η′ ∼ η}.

Observe que esta distância é preservada por toda rotação. Seja {Uk : k ∈ N}
uma base enumerável de abertos de Td e seja m a medida de Lebesgue em
Td. Por ergodicidade, existe W ⊂ Td, com medida de Lebesgue total, tal que
τ(Uk, x) = m(Uk) > 0 para todo k e todo x ∈ W . Em particular, a órbita
de x é densa em Td para todo x ∈ W . Agora considere um ponto arbitrário
x ∈ M e seja y ∈ W qualquer. Então, para todo δ > 0 existe k ≥ 1 tal que
d(fk(y), x) < δ. Segue então que d(fn+k(y), fn(x)) < δ para todo n ≥ 1. Como
a órbita de y é densa, isto implica que a órbita de x é δ-densa, ou seja, ela
intersecta a δ-vizinhança de todo ponto. Como δ é arbitrário, isto implica que
a órbita de x é densa no toro ambiente.

De fato as rotações irracionais no ćırculo ou, mais geralmente, num toro satis-
fazem uma condição muito mais forte do que ergodicidade: elas são unicamente
ergódicas, o que quer dizer que elas têm uma única probabilidade invariante
(que é a medida de Lebesgue, claro).
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3.2.2 Expansão decimal

Considere a transformação f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 10x − [10x] que gera
a expansão decimal. Na Seção 1.3.1 verificamos que f preserva a medida de
Lebesgue m. Afirmamos:

Proposição 3.2.4. A transformação f é ergódica para a medida de Lebesgue
m.

Demonstração. De acordo com a Proposição 3.1.3, basta provar que todo con-
junto invariante A tem medida total. O principal ingrediente é o teorema de
derivação de Lebesgue (Teorema A.2.15), segundo o qual quase todo ponto de A
é ponto de densidade de A. Mais precisamente (veja também o Exerćıcio A.2.9),
m-quase todo ponto a ∈ A satisfaz

lim
ε→0

inf
{m(I ∩A)

m(I)
: I intervalo tal que a ∈ I ⊂ B(a, ε)

}
= 1 . (3.2.3)

Fixemos um ponto de densidade a ∈ A. Como o conjunto dos pontos da forma
m/10k, k ∈ N, 0 ≤ m ≤ 10k tem medida nula, podemos supor, sem qualquer
restrição, que a não é desta forma. Consideremos a famı́lia de intervalos

I(k,m) =
(m− 1

10k
,
m

10k
)
, k ∈ N, m = 1, . . . , 10k.

É claro que para cada k ∈ N existe um único m = mk tal que I(k,mk) contém
o ponto a. Denotaremos Ik = I(k,mk). A propriedade (3.2.3) implica que

m(Ik ∩A)
m(Ik)

→ 1 quando k → ∞.

Observe também que cada fk é uma bijeção afim de Ik sobre o intervalo (0, 1).
Isso tem a seguinte consequência, que é crucial para o nosso argumento:

Lema 3.2.5 (Distorção). Para todo k ∈ N, vale

m(fk(E1))

m(fk(E2))
=
m(E1)

m(E2)
(3.2.4)

para quaisquer subconjuntos mensuráveis E1 e E2 de Ik.

Aplicando este fato a E1 = Ik ∩A e E2 = Ik obtemos que

m
(
fk(Ik ∩A)

)
m
(
(0, 1)

) =
m(Ik ∩A)
m(Ik)

.

Claro quem
(
(0, 1)

)
= 1. Além disso, como estamos supondo que A é invariante,

fk(Ik ∩A) está contido em A. Deste modo obtemos que

m(A) ≥ m(Ik ∩A)
m(Ik)

para todo k.

Como a sequência do lado direito converge para 1 quando k → ∞, segue que
m(A) = 1, como queŕıamos demonstrar.
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O Lema 3.2.5 depende do fato de que a transformação f é afim em cada
intervalo

(
(m − 1)/10,m/10

)
e isso pode dar a impressão de que o método

de demonstração que acabamos de apresentar está restrito a uma classe muito
particular de exemplos. De fato, não é assim, muito pelo contrário.

A razão é que existem muitas situações interessantes nas quais é posśıvel
obter uma versão apenas um pouco mais fraca do enunciado do Lema 3.2.5,
mas que ainda é suficiente para concluir a demonstração da ergodicidade. Em
poucas palavras, no lugar de afirmar que os dois lados de (3.2.4) são iguais,
mostra-se, em muitos casos, que a razão entre os dois termos é limitada por
alguma constante uniforme. Isso é chamado propriedade de distorção limitada.
Como exemplo de aplicação destas ideias, na Seção 3.2.4 provaremos que a
transformação de Gauss é ergódica.

Em seguida vamos dar uma aplicação da Proposição 3.2.4 no contexto da
Teoria dos Números. Dizemos que um número x ∈ R é normal na base 10 se
todo bloco de d́ıgitos (b1, . . . , bl), l ≥ 1 aparece com frequência 10−l na expansão
decimal de x. Números racionais nunca são normais, claro, e também é fácil
dar exemplos irracionais, tais como x = 0, 101001000100001000001 · · · . Além
disso, não é dif́ıcil construir números normais como, por exemplo, a constante
de Champernowne x = 0, 12345678910111213141516171819202122 · · · , que é ob-
tida por concatenação dos sucessivos números naturais.

No entanto, em geral é muito dif́ıcil decidir se um dado número irracional é
normal ou não. Por exemplo, até hoje isso não é sabido para os números π, e
e mesmo

√
2. Por outro lado, usando a proposição anterior é fácil mostrar que

quase todo número é normal:

Proposição 3.2.6. O conjunto dos números x ∈ R que são normais na base
10 tem medida de Lebesgue total.

Demonstração. Como o fato de ser normal ou não é independente da parte
inteira do número, só precisamos mostrar que quase todo x ∈ [0, 1] é normal.
Considere f : [0, 1] → [0, 1] definida por f(x) = 10x − [10x]. Para cada bloco
(b1, . . . , bl) ∈ {0, . . . , 9}l considere o intervalo

Ib1,...,bl =
[ κ

10l
,
κ+ 1

10l

)
onde κ =

l∑
i=1

bi10
l−i.

Recorde que se x = 0, a0a1 · · · akak+1 · · · então fk(x) = 0, akak+1 · · · para
cada k ≥ 1. Portanto, fk(x) ∈ Ib1,...,bl se, e somente se, o bloco de d́ıgitos
(ak, . . . , ak+l−1) na expansão decimal de x coincide com (b1, . . . , bl). Logo, o
tempo médio de visita τ(Ib1,...,bl , x) é igual à frequência com que (b1, . . . , bl)
ocorre na expansão decimal de x. Usando o teorema ergódico de Birkhoff e o
fato de que a transformação f é ergódica relativamente à medida de Lebesgue
m, conclúımos que para cada (b1, . . . , bl) existe um subconjunto B(b1, . . . , bl) de
[0, 1] com medida de Lebesgue total, tal que

τ(Ib1,...,bl , x) = m(Ib1,...,bl) =
1

10l
para todo x ∈ B(b1, . . . , bl).
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Seja B a interseção dos B(b1, . . . , bl) sobre todos os valores de b1, . . . , bl em
{0, . . . , 9} e todo l ≥ 1. Então m(B) = 1 e todo x ∈ B é normal na base 10.

Mais geralmente, para qualquer inteiro d ≥ 2, dizemos que x ∈ R é normal na
base d se todo bloco (b1, . . . , bl) ∈ {0, . . . , d− 1}l, l ≥ 1 aparece com frequência
d−l na expansão de x na base d. Finalmente, dizemos que x é normal se ele
é normal na base d para todo d ≥ 2. Tudo que foi dito antes para d = 10 se
estende imediatamente para qualquer d. Em particular, o conjunto dos números
normais na base d tem medida de Lebesgue total para todo d ≥ 2. Tomando
a interseção sobre todos os valores de d conclúımos que Lebesgue quase todo
número real é normal (teorema normal de Borel).

3.2.3 Deslocamentos de Bernoulli

Seja (X, C, ν) um espaço de probabilidade qualquer. Nesta seção consideramos
o espaço produto Σ = XN, munido da σ-álgebra produto B = CN e da medida
produto µ = νN (veja a definição no Apêndice A.2.3). Isto quer dizer que Σ
é o conjunto de todas as sequências (xn)n∈N com xn ∈ X para todo n. Por
definição, B é a σ-álgebra gerada pelos cilindros

[m;Am, . . . , An] = {(xi)i∈N : xi ∈ Ai para m ≤ i ≤ n}

onde m ≤ n e cada Ai é um elemento de C. Além disso, µ é caracterizada por

µ([m;Am, . . . , An]) =

n∏
i=m

ν(Ai). (3.2.5)

Podemos pensar nos elementos de Σ como representando os resultados de
sequências de experimentos regidos por uma mesma distribuição de probabili-
dade ν: dado qualquer conjunto mensurável A ⊂ X, a probabilidade de ob-
termos xi ∈ A é igual a ν(A), qualquer que seja i. Além disso, os resultados
dos sucessivos experimentos são independentes: de fato a relação (3.2.5) sig-
nifica que a probabilidade de xi ∈ Ai para todo m ≤ i ≤ n é o produto das
probabilidades de cada um dos eventos xi ∈ Ai separadamente.

Nesta seção introduzimos uma dinâmica σ : Σ → Σ no espaço Σ, chamada
deslocamento (ou “shift”), que preserva a medida µ. Chamaremos deslocamento
de Bernoulli ao par (σ, µ). O principal resultado é que todo deslocamento de
Bernoulli é ergódico.

Vale a pena observar que é posśıvel substituir N por Z em toda a construção,
ou seja, podemos considerar Σ como sendo o espaço das sequências bilaterais
(. . . , x−n, . . . , x0, . . . , xn, . . . ). A menos de pequenos ajustes, que deixamos a
cargo do leitor, tudo o que vai ser dito em seguida permanece válido nesse caso.
Além disso, no caso bilateral o deslocamento é uma aplicação invert́ıvel.

O deslocamento é a aplicação σ : Σ → Σ definida por

σ
(
(xn)n) = (xn+1)n.
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Ou seja, σ envia a sequência (x0, x1, . . . , xn, . . . ) na sequência (x1, . . . , xn, . . . ).
Observe que a pré-imagem de qualquer cilindro ainda é um cilindro:

σ−1([m;Am, . . . , An]) = [m+ 1;Am, . . . , An]. (3.2.6)

Segue que σ é mensurável relativamente à σ-álgebra B. Além disso,

µ
(
σ−1([m;Am, . . . , An])

)
= ν(Am) · · · ν(An) = µ

(
[m;Am, . . . , An]

)
e (usando o Lema 1.3.1) isso assegura que a medida µ é invariante por σ.

Proposição 3.2.7. Todo deslocamento de Bernoulli (σ, µ) é ergódico.

Demonstração. Seja A um conjunto mensurável invariante qualquer. Queremos
mostrar que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1. Vamos usar o seguinte fato:

Lema 3.2.8. Se B e C são uniões finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois,
então tem-se

µ(B ∩ σ−j(C)) = µ(B)µ(σ−j(C)) = µ(B)µ(C),

para todo j suficientemente grande.

Demonstração. Para começar, suponhamos que B e C são ambos cilindros:
B = [k;Bk, . . . , Bl] e C = [m;Cm, . . . , Cn]. Então,

σ−j(C) = [m+ j;Cm, . . . , Cn] para cada j.

Considere qualquer j suficientemente grande para que m+ j > l. Então,

B ∩ σ−j(C) = {(xn)n : xk ∈ Bk, . . . , xl ∈ Bl, xm+j ∈ Cm, . . . , xn+j ∈ Cn}
= [k;Bk, . . . , Bl, X, . . . ,X,Cm, . . . , Cn],

onde X aparece exatamente m+ j − l − 1 vezes. Pela definição (3.2.5), isto dá
que

µ(B ∩ σ−j(C)) =

l∏
i=k

ν(Bi) 1
m+j−l−1

n∏
i=m

ν(Ci) = µ(B)µ(C).

Isto prova a conclusão do lema quando os conjuntos envolvidos são cilindros. O
caso geral segue imediatamente, pelo fato de µ ser finitamente aditiva.

Suponhamos, inicialmente, que o conjunto invariante A pertence à álgebra
B0 das uniões finitas de cilindros disjuntos. Nesse caso podemos aplicar o lema
anterior com B = C = A. Conclúımos que µ(A ∩ σ−j(A)) = µ(A)2 sempre que
tomemos j suficientemente grande. Mas, como A é invariante, o lado esquerdo
desta igualdade é µ(A). Desta forma obtemos que µ(A) = µ(A)2, o que só pode
acontecer se µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Agora vamos fazer a prova quando A é um conjunto invariante mensurável
qualquer. A ideia é aproximar o conjunto invariante por elementos da álgebra
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B0, usando o teorema de aproximação (Teorema A.1.19): dado qualquer ε > 0
existe B ∈ B0 tal que µ(A∆B) < ε. Fixemos j tal que

µ(B ∩ σ−j(B)) = µ(B)µ(σ−j(B)) = µ(B)2. (3.2.7)

Usando (3.1.8) e (3.1.9) e o fato de que a medida µ é invariante por σ obtemos∣∣µ(A ∩ σ−j(A))− µ(B ∩ σ−j(B))
∣∣ ≤ 2µ(A∆B) < 2ε (3.2.8)

(um fato análogo foi deduzido durante a prova do Corolário 3.1.5). Além disso,∣∣µ(A)2 − µ(B)2
∣∣ ≤ 2

∣∣µ(A)− µ(B)
∣∣ < 2ε. (3.2.9)

Juntando as relações (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9), conclúımos que |µ(A)−µ(A)2| < 4ε.
Como ε é arbitrário, deduzimos que µ(A) = µ(A)2 e, portanto, ou µ(A) = 0 ou
µ(A) = 1.

Quando X é um espaço topológico, e C é a sua σ-álgebra de Borel, podemos
munir Σ com a topologia produto que é, por definição, a topologia gerada pelos
cilindros [m;Am, . . . , An] onde os conjuntos Am, . . . , An são abertos de X. A
propriedade (3.2.6) implica que o deslocamento σ : Σ → Σ é cont́ınuo para esta
topologia. O teorema de Tychonoff (veja [Dug66]) afirma que Σ é compacto se
X for compacto.

Um caso particular importante ocorre quandoX é um conjunto finito munido
da topologia discreta, na qual todo subconjunto é aberto. Dizemos que uma
transformação f : M → M num espaço topológico M é transitiva se existe
x ∈ M cuja trajetória fn(x), n ≥ 1 é densa em M . Deixamos a demonstração
do próximo resultado a cargo do leitor (Exerćıcio 3.2.2):

Proposição 3.2.9. Seja X um conjunto finito e Σ = XN ou Σ = XZ. Então o
deslocamento σ : Σ → Σ é uma aplicação cont́ınua e transitiva. Além disso, o
conjunto dos pontos periódicos de σ é denso em Σ.

A seguinte afirmação informal, uma variante do paradoxo do macaco, ilustra
o significado da ergodicidade da medida µ: Um macaco batendo ao acaso nas
teclas de uma máquina de escrever durante tempo infinito acabará escrevendo o
texto completo de “Os Luśıadas” 1, quase certamente.

Para “demonstrar” esta afirmação precisamos formulá-la de modo um pouco
mais preciso. Os textos possivelmente digitados pelo macaco correspondem às
sequências (xn)n∈N no conjunto (finito) X dos caracteres no teclado da máquina
de escrever: letras, d́ıgitos, espaço, sinais de pontuação, etc. Supomos que cada
caracter ∗ no teclado tem uma probabilidade positiva p∗ de ser digitado, a cada
vez. Isto corresponde à medida de probabilidade

ν =
∑
∗∈X

p∗δ∗

1Poema épico monumental, em 10 cantos, de autoria do poeta português Lúıs de Camões,
falecido em Lisboa em 1580.
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no conjunto X dos caracteres. Também supomos que o caracter digitado a
cada vez é independente dos caracteres anteriores. Então a distribuição das
sequências (xn)n está regida pela probabilidade de Bernoulli µ = νN. Denotemos
por σ : Σ → Σ a aplicação deslocamento no espaço Σ = XN.

O texto de “Os Luśıadas” corresponde a uma certa sequência finita (embora
muito longa) de caracteres (l0, . . . , lN ). Considere o cilindro L = [0; l0, . . . , lN ].
Então

µ(L) =

N∏
j=1

plj

é positivo (embora muito pequeno). Uma sequência (xn)n contém o texto com-
pleto de “Os Luśıadas” precisamente se σk

(
(xn)n

)
∈ L para algum k ≥ 0. Pelo

teorema ergódico de Birkhoff e pela ergodicidade de (σ, µ), o conjunto K dos
valores de k para os quais isso acontece satisfaz

lim
n

1

n
#(K ∩ [0, n− 1]) = µ(L) > 0. (3.2.10)

com probabilidade total. Em particular, para quase toda sequência (xn)n o
conjunto K é infinito, o que significa que (xn)n contém infinitas cópias de “Os
Luśıadas”. Na verdade, (3.2.10) conduz a uma conclusão ainda mais forte:
sempre com probabilidade total, as cópias do nosso poema ocupam uma fração
positiva (embora muito pequena) de todos os caracteres digitados. Em outras
palavras, em média, o macaco digita uma nova cópia de “Os Luśıadas” a cada
tantos (muitos) anos.

3.2.4 Transformação de Gauss

Como vimos na Seção 1.3.2, a transformação de Gauss G(x) = 1/x − [1/x]
admite uma probabilidade invariante µ que é equivalente à medida de Lebesgue,
a saber:

µ(E) =
1

log 2

∫
E

dx

1 + x
. (3.2.11)

Proposição 3.2.10. O sistema (G,µ) é ergódico.

Este fato pode ser demonstrado por uma versão mais elaborada do método
que usamos na Seção 3.2.2. Vamos esboçar o argumento da demonstração,
focando na principal dificuldade adicional.

Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Queremos mostrar que
µ(A) = 1. Em primeiro lugar, continua sendo verdade que para quase todo
ponto a ∈ [0, 1] existe uma sequência de intervalos Ik contendo a e tais que Gk

envia Ik bijetivamente e diferenciavelmente sobre (0, 1). Tais intervalos podem
ser encontrados da seguinte forma. Primeiramente, considere

I(1,m) =
( 1

m+ 1
,
1

m

)
,
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para cada m ≥ 1. Em seguida defina, por recorrência,

I(k,m1, . . . ,mk) = I(1,m1) ∩G−k+1
(
I(k − 1,m2, . . . ,mk)

)
para m1, . . . ,mk ≥ 1. Então, basta tomar para Ik o intervalo I(k,m1, . . . ,mk)
que contém a. Isto está bem definido para todo k ≥ 1 e todo ponto a no
complementar de um conjunto enumerável, a saber, o conjunto ∪∞

k=0G
−k({0, 1}).

Por outro lado, embora a restrição de Gk a cada Ik seja uma bijeção dife-
renciável, ela não é afim. Por essa razão, não temos o análogo da relação (3.2.4)
neste caso. Esta dificuldade é contornada por meio do seguinte resultado, que
é um exemplo de controle da distorção: é importante notar que a constante K
no enunciado é independente de Ik, E1, E2 e, sobretudo, k.

Proposição 3.2.11 (Distorção limitada). Existe uma constante K > 1 tal que
para todo k ≥ 1 e todo intervalo Ik tal que Gk restrita a Ik é uma bijeção
diferenciável, tem-se

µ(Gk(E1))

µ(Gk(E2))
≤ K

µ(E1)

µ(E2)

para quaisquer subconjuntos mensuráveis E1 e E2 de Ik.

Para a prova desta proposição precisamos de dois resultados auxiliares:

Lema 3.2.12. Para todo x ∈ (0, 1] vale que

|G′(x)| ≥ 1 e |(G2)′(x)| ≥ 2 e |G′′(x)/G′(x)2| ≤ 2.

Demonstração. Lembre que G(x) = 1/x−m em cada intervalo (1/(m+1), 1/m].
Portanto

G′(x) = − 1

x2
e G′′(x) =

2

x3
.

A primeira igualdade implica |G′(x)| ≥ 1 para todo x ∈ (0, 1]. Além disso
|G′(x)| ≥ 2 sempre que x ≤ 2/3. Por outro lado, x ≥ 2/3 implica que
G(x) = 1/x−1 < 2/3 e, por consequência, G′(G(x)) ≥ 2. Combinando estas ob-
servações obtemos que |(G2)′(x)| = |G′(x)| |G′(G(x))| ≥ 2 para todo x ∈ (0, 1].
Finalmente, |G′′(x)/G′(x)2| = 2|x| ≤ 2 também para todo x ∈ (0, 1].

Lema 3.2.13. Existe uma constante C > 1 tal que para todo k ≥ 1 e todo
intervalo Ik tal que Gk restrita a Ik é uma bijeção diferenciável, tem-se

|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)|

≤ C para quaisquer x e y em Ik.

Demonstração. Seja g uma inversa local de G, isto é, uma função diferenciável
definida em algum intervalo e tal que G(g(z)) = z para todo z no domı́nio de
definição. Note que

[
log |G′ ◦ g(z)|

]′
=
G′′(g(z)) g′(z)

G′(g(z))
=
G′′(g(z))

G′(g(z))2
.
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Portanto, a última estimativa no Lema 3.2.12 implica que∣∣[ log |G′ ◦ g(z)|
]′∣∣ ≤ 2 para todo g e todo z. (3.2.12)

Em outras palavras, toda função da forma log |G′ ◦ g| admite 2 como constante
de Lipschitz. Observe também que se x, y ∈ Ik então

log
|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)|

=

k−1∑
j=0

log |G′(Gj(x))| − log |G′(Gj(y))|

=

k∑
j=1

log |G′ ◦ gj(Gj(x))| − log |G′ ◦ gj(Gj(y))|

onde gj representa uma inversa local de G definida no intervalo [Gj(x), Gj(y)].
Usando a estimativa (3.2.12), obtemos que

log
|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)|

≤ 2

k∑
j=1

|Gj(x)−Gj(y)| = 2

k−1∑
i=0

|Gk−i(x)−Gk−i(y)|. (3.2.13)

Agora, as duas primeiras estimativas no Lema 3.2.12 implicam que

|Gk(x)−Gk(y)| ≥ 2[i/2]|Gk−i(x)−Gk−i(y)|

para todo i = 0, . . . , k. Substituindo em (3.2.13), conclúımos que

log
|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)|

≤ 2

k−1∑
i=0

2−[i/2]|Gk(x)−Gk(y)| ≤ 8|Gk(x)−Gk(y)| ≤ 8.

Agora basta tomar C = e8.

Demonstração da Proposição 3.2.11. Seja m a medida de Lebesgue em [0, 1]. O
Lema 3.2.13 implica que

m(Gk(E1))

m(Gk(E2))
=

∫
E1

|(Gk)′| dm∫
E2

|(Gk)′| dm
≤ C

m(E1)

m(E2)
.

Por outro lado, a definição (3.2.11) implica que

1

2 log 2
m(E) ≤ µ(E) ≤ 1

log 2
m(E)

para todo conjunto mensurável E ⊂ [0, 1]. Combinando estas duas relações,
obtemos que

µ(Gk(E1))

µ(Gk(E2))
≤ 2

m(Gk(E1))

m(Gk(E2))
≤ 2C

m(E1)

m(E2)
≤ 4C

µ(E1)

µ(E2)
.

Assim, basta tomar K = 4C.
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Estamos prontos para concluir que (G,µ) é ergódica. Seja A um conjunto
invariante por G com µ(A) > 0. Então A também tem medida de Lebes-
gue positiva, uma vez que µ é absolutamente cont́ınua com relação à medida
de Lebesgue. Seja a um ponto de densidade de A cuja trajetória futura está
contida no intervalo aberto (0, 1). Considere a sequência (Ik)k dos intervalos
I(k,m1, . . . ,mk) que contêm a. Segue do Lema 3.2.12 que

diam Ik ≤ sup
{ 1

|(Gk)′(x)|
: x ∈ Ik

}
≤ 2−[k/2]

para todo k ≥ 1. Em particular, o diâmetro de Ik converge para zero e, portanto,

µ(Ik ∩A)
µ(Ik)

→ 1 quando k → ∞. (3.2.14)

Tomemos E1 = Ik ∩Ac e E2 = Ik. Pela Proposição 3.2.11,

µ(Gk(Ik ∩Ac))

µ(Gk(Ik))
≤ K

µ(Ik ∩Ac)

µ(Ik)
.

Observe que Gk(Ik ∩ Ac) = Ac, a menos de um conjunto com medida nula,
porque o conjunto A é invariante. Lembre também que Gk(Ik) = (0, 1), o qual
tem medida total. Portanto, a desigualdade anterior pode ser escrita como

µ(Ac) ≤ K
µ(Ik ∩Ac)

µ(Ik)
.

De acordo com (3.2.14), a expressão do lado direito converge para zero quando
k → ∞. Logo µ(Ac) = 0, como queŕıamos demonstrar.

3.2.5 Endomorfismos lineares do toro

Lembre que chamamos toro de dimensão d ao quociente Td = Rd/Zd, ou seja, o
espaço das classes de equivalência da relação de equivalência definida em Rd por
x ∼ e ⇔ x − y ∈ Zd. Este quociente herda de Rd uma estrutura de variedade
diferenciável de dimensão d. No que segue suporemos que Td também está
munido da métrica riemanniana plana, que o torna localmente isométrico ao
espaço euclideano Rd. Seja m a medida de Lebesgue associada a esta métrica
riemanniana.

Seja A uma matriz d-por-d com coeficientes inteiros e determinante diferente
de zero. Então A(Zd) ⊂ Zd e, por consequência, A induz uma transformação

fA : Td → Td, fA([x]) = [A(x)]

onde [x] denota a classe de equivalência que contém x ∈ Rd. Chamamos tais
transformações de endomorfismos lineares do toro. Note que fA é diferenciável
e a derivada DfA([x]) em cada ponto está canonicamente identificada com A.
Em particular, o jacobiano detDfA([x]) é constante igual a detA. Isso também
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implica (Exerćıcio 3.2.9) que o grau de f é igual a |detA|. Portanto, fA é
invert́ıvel se, e somente se, |detA| = 1. Neste caso, a sua inversa é a trans-
formação fA−1 induzida pela matriz inversa A−1; observe que A−1 também é
uma matriz com coeficientes inteiros.

Em qualquer caso, fA preserva a medida de Lebesgue em Td. Isto pode ser
visto da seguinte forma. Como fA é um difeomorfismo local, a pré-imagem de
qualquer conjunto mensurável D com diâmetro suficientemente pequeno está
formada por |detA| = grau(fA) partes disjuntas Di, cada uma das quais é
enviada difeomorficamente sobre D. Pela fórmula de mudança de variável,
m(D) = |detA|m(Di) para todo i. Isto prova que m(D) = m(f−1

A (D)) para
todo conjunto mensurável D com diâmetro suficientemente pequeno. Logo, fA
preserva a medida m, tal como afirmamos. Agora vamos provar o seguinte fato:

Teorema 3.2.14. O sistema (fA,m) é ergódico se, e somente se, nenhum
autovalor da matriz A é raiz da unidade.

Demonstração. Suponha que nenhum autovalor de A é raiz da unidade. Consi-
dere qualquer função φ ∈ L2(m) e seja

φ([x]) =
∑
k∈Zd

cke
2πi(k·x)

a sua expansão em série de Fourier. Observe que k · x = k1x1 + · · ·+ kdxd. Os
coeficientes ck ∈ C satisfazem∑

k∈Zd

|ck|2 = ∥φ∥22 <∞. (3.2.15)

Então, a expansão em série de Fourier de φ ◦ fA é:

φ(fA([x])) =
∑
k∈Zd

cke
2πi(k·A(x)) =

∑
k∈Zd

cke
2πi(A∗(k)·x),

onde A∗ representa a adjunta de A. Suponha que φ é função invariante, isto
é, φ ◦ fA = φ em m-quase todo ponto. Então, por unicidade da expansão de
Fourier, devemos ter

cA∗(k) = ck para todo k ∈ Z. (3.2.16)

Afirmamos que a trajetória de todo k ̸= 0 pela transformação A∗ é infinita. De
fato, se a trajetória de algum k ̸= 0 fosse finita então deveriam existir l, r ∈ Z
com r > 0 tais que A(l+r)∗(k) = Al∗(k). Isto só poderia acontecer se A∗ tivesse
algum autovalor λ tal que λr = 1. Mas essa possibilidade está exclúıda, por
hipótese, uma vez que A e A∗ têm os mesmos autovalores. Logo, a trajetória de
todo k ̸= 0 é infinita, como afirmamos. Então a igualdade (3.2.16) juntamente
com (3.2.15) implica que ck = 0 para todo k ̸= 0. Portanto, φ = c0 em m-quase
todo ponto. Isto prova a ergodicidade.

Para provar a rećıproca, suponha que A admite algum autovalor que é uma
raiz da unidade. Então o mesmo vale para A∗ e, portanto, existe r > 0 tal
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que 1 é autovalor de Ar∗. Como Ar∗ tem coeficientes inteiros, segue (veja o
Exerćıcio 3.2.8) que existe algum k ∈ Zd \ {0} tal que Ar∗(k) = k. Fixe k e
considere a função φ ∈ L2(m) definida por

φ([x]) =

r−1∑
i=0

e2πi(A
i∗(k)·x) =

r−1∑
i=0

e2πi(k·A
i(x)).

Então φ é uma função invariante por fA mas não é constante em m-quase todo
ponto. Logo, (fA,m) não é ergódico.

3.2.6 Argumento de Hopf

Nesta seção vamos apresentar outro método, mais geométrico, para demonstrar
a ergodicidade de certos endomorfismos lineares do toro. Ele se aplica sempre
que |detA| = 1 e a matriz A é hiperbólica, ou seja, ela não tem autovalores de
módulo 1. Mas a sua grande vantagem é que ele pode ser estendido a sistemas
diferenciáveis muito mais gerais, não necessariamente lineares. A hipótese de
que a matriz A é hiperbólica significa que o espaço Rd pode ser escrito como
uma soma direta Rd = Es ⊕ Eu tal que:

1. A(Es) = Es e todos os autovalores de A | Es têm módulo menor que 1;

2. A(Eu) = Eu e todos os autovalores de A | Eu têm módulo maior que 1.

Então existem constantes C > 0 e λ < 1 tais que

∥An(vs)∥ ≤ Cλn∥vs∥ para todo vs ∈ Es e todo n ≥ 0,

∥A−n(vu)∥ ≤ Cλn∥vu∥ para todo vu ∈ Eu e todo n ≥ 0.
(3.2.17)

Exemplo 3.2.15. Considere A =

(
2 1
1 1

)
. Os seus autovalores são

λu =
3 +

√
5

2
> 1 > λs =

3−
√
5

2
> 0

e os respectivos autoespaços são:

Eu = {(x, y) ∈ R2 : y =

√
5− 1

2
x} e Es = {(x, y) ∈ R2 : y = −

√
5 + 1

2
x}.

A famı́lia de todos os subespaços afins de Rd da forma v +Es, com v ∈ Rd,
define uma partição Fs de Rd, que chamamos folheação estável e cujos elementos
chamamos folhas estáveis de A. Ela é invariante por A, ou, seja, a imagem de
qualquer folha estável é também uma folha estável. Além disso, pela propriedade
(3.2.17), a transformação A contrai distâncias, uniformemente, dentro de cada
folha. Analogamente, a famı́lia de todos os subespaços afins de Rd da forma
v+Eu com v ∈ Rd define uma partição Fu de Rd, chamada folheação instável.
Esta folheação também é invariante e a transformação A expande distâncias



3.2. EXEMPLOS 71

ao longo das suas folhas. Projetando Fs e Fu pela projeção canônica π :
Rd → Td obtemos folheações Ws e Wu do toro que chamamos folheação estável
e folheação instável da transformação fA. As observações anteriores mostram
que estas folheações são invariantes por fA. Além disso:

(a) d(f jA(x), f
j
A(y)) → 0 quando j → +∞ para quaisquer pontos x e y em

uma mesma folha estável;

(b) d(f jA(y), f
j
A(z)) → 0 quando j → −∞ para quaisquer pontos y e z em uma

mesma folha instável.

Vamos usar esta informação geométrica para provar que (fA,m) é ergódica.
Para isso, considere qualquer função cont́ınua φ : Td → R e considere as médias
temporais

φ+(x) = lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f jA(x)) e φ−(x) = lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f−j
A (x)),

definidas para m-quase todo x ∈ Td. Pelo Corolário 2.2.8, existe um conjunto
X ⊂ Td com medida total tal que

φ+(x) = φ−(x) para todo x ∈ X. (3.2.18)

Denotaremos por Ws(x) e Wu(x), respectivamente, a folha estável e a folha
instável de fA passando por cada ponto x ∈ Td.

Lema 3.2.16. A função φ+ é constante em toda folha de Ws: se φ+(x) existe e
y ∈ Ws(x) então φ+(y) existe e é igual a φ+(x). Analogamente, φ− é constante
em toda folha de Wu.

Demonstração. De acordo com a propriedade (a) acima, d(f jA(x), f
j
A(y)) con-

verge para zero quando j → ∞. Como φ é cont́ınua (logo uniformemente
cont́ınua, uma vez que o domı́nio é compacto) isso implica que

φ(f jA(x))− φ(f jA(y)) → 0 quando j → ∞.

Por maioria de razão, o limite Cesàro

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

φ(f jA(x))− φ(f jA(y))

também é zero. Isso implica φ+(y) existe e é igual a φ+(x). O argumento para
φ− é inteiramente análogo.

Dado um subconjunto aberto R do toro e dado x ∈ R, denotamos por
Ws(x,R) a componente conexa de Ws(x) ∩ R que contém x e por Wu(x,R) a
componente conexa de Wu(x)∩R que contém x. Chamamos R de retângulo se
Ws(x,R) intersecta Wu(y,R) num único ponto, para todo x e y em R.
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x
x1

sx

sy

R

y1

y

PSfrag replacements

Ws(x)
Ws(y)

x
y

R
x′

y′

Figura 3.1: Retângulo em Td

Lema 3.2.17. Dado qualquer retângulo R ⊂ Td, existe um conjunto mensurável
YR ⊂ X ∩ R tal que m(R \ YR) = 0 e, dados quaisquer x e y em YR, existem
pontos x′ e y′ em X ∩R tais que x′ ∈ Ws(x,R) e y′ ∈ Ws(y,R) e y′ ∈ Wu(x′).

Demonstração. Representemos por ms
x a medida de Lebesgue na folha estável

Ws(x) de cada ponto x ∈ Td. Note que m(R \ X) = 0, uma vez que X tem
medida total em Td. Então, usando o teorema de Fubini,

ms
x

(
Ws(x,R) \X

)
= 0 para m-quase todo x ∈ R.

Defina YR =
{
x ∈ X ∩R : ms

x

(
Ws(x,R)\X

)
= 0

}
. Então YR tem medida total

em R. Dados x, y ∈ R considere a aplicação

π : Ws(x,R) → Ws(y,R), π(x′) = interseção entre Wu(x′, R) e Ws(y,R).

Esta aplicação é afim e, portanto, tem a seguinte propriedade, que chamamos
continuidade absoluta:

ms
x(E) = 0 ⇔ ms

y(π(E)) = 0.

Em particular, a imagem de Ws(x,R) ∩ X tem medida total em Ws(y,R) e,
consequentemente, ela intersecta Ws(y,R) ∩ X. Em outras palavras, existe
x′ ∈ Ws(x,R) ∩X cuja imagem y′ = π(x′) está em Ws(y,R) ∩X. Observando
que x′ e y′ estão na mesma folha instável, pela definição da π, vemos que estes
pontos satisfazem as condições na conclusão do lema.

Considere um retângulo R qualquer. Dados quaisquer x, y em YR, considere
os pontos x′, y′ em X dados pelo Lema 3.2.17. Usando também o Lema 3.2.16,
obtemos:

φ−(x) = φ+(x) = φ+(x′) = φ−(x′) = φ−(y′) = φ+(y′) = φ+(y) = φ−(y).

Isto mostra que as funções φ+ e φ− coincidem uma com a outra e são constantes
em YR. Agora seja R1, . . . , RN uma cobertura finita do toro por retângulos.
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Considere o conjunto

Y =

N∪
j=1

Yj , onde Yj = YRj
.

Observe que m(Y ) = 1, uma vez que Y ∩ Rj ⊃ Yj tem medida total em Rj

para todo j. Afirmamos que φ+ = φ− é constante em todo o Y . De fato, dados
quaisquer k, l ∈ {1, . . . , N} podemos encontrar j0 = k, j1, . . . , jn−1, jn = l tais
que cada Rji intersecta Rji−1

(isto é uma simples consequência da conexidade
por arcos do toro). Lembrando que Rj é aberto e Yj é um subconjunto de medida
total, obtemos que cada Yji intersecta Yji−1

. Então, φ+ = φ− é constante na
união de todos os Yji . Isto prova a nossa afirmação.

Desta forma, mostramos que as médias temporais φ± de qualquer função
cont́ınua φ são constantes em m-quase todo ponto. Consequentemente (veja o
Exerćıcio 3.1.4), o sistema (fA,m) é ergódico.

3.2.7 Exerćıcios

3.2.1. Prove a Proposição 3.2.2.

3.2.2. Prove a Proposição 3.2.9.

3.2.3. Seja I = [0, 1] e f : I → I a função definida por

f(x) =


2x se 0 ≤ x < 1/3
2x− 2/3 se 1/3 ≤ x < 1/2
2x− 1/3 se 1/2 ≤ x < 2/3
2x− 1 se 2/3 ≤ x ≤ 1.

Mostre que f é ergódica relativamente à medida de Lebesgue m.

3.2.4. Seja X um conjunto finito e Σ = XN. Prove que todo subconjunto
infinito compacto de Σ invariante pelo deslocamento σ : Σ → Σ contém algum
ponto não-periódico.

3.2.5. Seja X um espaço topológico, munido da sua σ-álgebra de Borel C, e seja
Σ = XN. Mostre que se X tem base enumerável de abertos então a σ-álgebra
de Borel de Σ (para a topologia produto) coincide com a σ-álgebra produto
B = CN. O mesmo vale para Σ = XZ e B = CZ.

3.2.6. Neste exerćıcio propomos outra demonstração para a Proposição 3.2.1.
Suponha que θ é irracional. Seja A um conjunto invariante com medida positiva.
Lembrando que a órbita {Rn

θ (a) : n ∈ Z} de todo a ∈ S1 é densa em S1, mostre
que nenhum ponto de S1 é ponto de densidade de Ac. Conclua que µ(A) = 1.

3.2.7. Suponha que θ é irracional. Seja φ : S1 → R uma função cont́ınua
qualquer. Mostre que

φ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ(Rj
θ(x)) (3.2.19)
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existe em todo ponto e, de fato, o limite é uniforme. Conclua que φ̃ é constante
em todo ponto. Deduza que Rθ tem uma única probabilidade invariante.

3.2.8. Seja A uma matriz quadrada de dimensão d com coeficientes racionais e
seja λ um autovalor racional. Mostre que existe algum autovetor com coeficien-
tes inteiros, ou seja, algum k ∈ Zd \ {0} tal que Ak = λk.

3.2.9. Mostre que se f : M → M é um difeomorfismo local numa variedade
riemanniana compacta então

grau(f) =

∫
|detDf | dm,

onde m representa a medida de volume induzida pela métrica riemanniana de
M , normalizada de tal modo que m(M) = 1. Em particular, o grau do endo-
morfismo linear fA : Td → Td associado a uma matriz A de dimensão d com
coeficientes inteiros é igual a |detA|.

3.2.10. Um número x ∈ (0, 1) tem expansão em fração cont́ınua de tipo limitado
se a sequência (an)n constrúıda na Seção 1.3.2 é limitada. Prove que o conjunto
L ⊂ (0, 1) dos pontos com expansão em fração cont́ınua de tipo limitado tem
medida de Lebesgue zero.

3.2.11. Seja f : M → M uma transformação mensurável, µ uma medida in-
variante ergódica e φ : M → R uma função tal que

∫
φdµ = +∞. Prove que

limn(1/n)
∑n−1

j=0 φ(f
j(x)) = +∞ para µ-quase todo x ∈M .

3.2.12. Observe que o número b no Exerćıcio 2.3.9 é independente de x num
conjunto com medida de Lebesgue total. Prove que a média aritmética dos
números a1, . . . , an, . . . vai para infinito: limn(1/n)(a1 + · · ·+ an) = +∞.



Caṕıtulo 4

Entropia

A palavra entropia foi inventada em 1865 pelo f́ısico e matemático alemão Ru-
dolf Clausius, um dos pioneiros fundadores da Termodinâmica. Na teoria dos
sistemas termodinâmicos em equiĺıbrio, a entropia é uma medida do grau de
“desordem” do sistema. A segunda lei da Termodinâmica afirma que, quando
um sistema isolado passa de um estado de equiĺıbrio a outro, a entropia do
estado final é necessariamente maior do que a entropia do estado inicial. Por
exemplo, quando juntamos dois recipientes contendo gases distintos, digamos
oxigênio e nitrogênio, os dois gases se misturam até alcançar um novo equiĺıbrio
macroscópico no qual ambos se encontram uniformemente distribúıdos no con-
junto dos dois recipientes. A entropia deste novo estado é superior à entropia
do equiĺıbrio inicial, no qual os dois gases estavam separados.

Esta noção desempenha um papel de destaque em diversas outras áreas do
conhecimento. Um exemplo importante, que iremos explorar na nossa apre-
sentação, é a Teoria da Informação, desenvolvida a partir dos trabalhos do
engenheiro americano Claude Shannon em meados do século 20. Mais ou menos
ao mesmo tempo, os matemáticos russos Andrey Kolmogorov e Yakov Sinai es-
tavam propondo uma definição de entropia de um sistema em Teoria Ergódica.
O principal objetivo era fornecer um invariante de equivalência ergódica que, em
particular, permitisse distinguir dois deslocamentos de Bernoulli. Esta noção é
o tema do presente caṕıtulo.

Na Seção 4.1 definiremos a entropia de uma transformação relativamente
a uma probabilidade invariante, a partir de uma analogia com a Teoria da
Informação. O teorema de Kolmogorov-Sinai, que discutiremos na Seção 4.2,
constitui uma ferramenta fundamental para o cálculo da entropia de sistemas
espećıficos. Na Seção 4.3 analisaremos a entropia de um ponto de vista mais
local, que se relaciona diretamente com a formulação de Shannon. Em seguida,
na Seção 4.4, ilustraremos alguns métodos de cálculo da entropia por meio de
exemplos concretos.
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4.1 Definição de entropia

Para motivar a definição de entropia de Kolmogorov-Sinai, vamos considerar a
seguinte situação básica da Teoria da Informação. Consideremos um canal de
comunicação que transmite, sucessivamente, certos śımbolos. Esse canal pode
ser um telégrafo transmitindo pontos e traços, segundo o antigo código Morse,
uma fibra ótica, transmitindo zeros e uns, segundo o código binário ASCII, ou
qualquer outro sistema de transmissão sequencial de informação. O objetivo é
medir a entropia do canal, ou seja, a quantidade de informação transmitida, em
média, a cada unidade de tempo.

4.1.1 Entropia em Teoria da Informação

Para formalizar esta ideia, suponhamos que os śımbolos transmitidos pelo canal
pertencem a um certo alfabeto A previamente definido. Nem todos os carac-
teres deste alfabeto têm a mesma frequência, ou seja, a mesma probabilidade
de serem utilizados. Por exemplo, se o canal está transmitindo mensagens na
ĺıngua portuguesa a letra A será utilizada com muito maior probabilidade que
a letra Z. Portanto, nem todos os caracteres carregam a mesma quantidade de
informação: quanto mais improvável é um caracter, menor é o número de pala-
vras que o contêm e, portanto, mais informação está associada a esse caracter.
Analogamente, quanto mais improvável for uma palavra, menor é o número de
frases em que ela participa e, portanto, maior é a quantidade de informação
associada a essa palavra.

Convém observar que quantidade de informação associada a cada caracter,
ou a cada palavra, depende dos demais caracteres ou palavras. Por exemplo,
se o canal está transmitindo em ĺıngua portuguesa e gera, sucessivamente, os
caracteres I, N , V , A, R, I, A, N e T então o caracter seguinte deverá ser um
E; neste caso, em vista dos caracteres transmitidos anteriormente, esta letra E
não carrega informação adicional.1

Por outro lado, Se os caracteres transmitidos sucessivamente são indepen-
dentes uns dos outros então a informação de cada um se soma à informação
anterior. Por exemplo, se a transmissão reflete os resultados de lançamentos su-
cessivos de uma moeda justa, a informação correspondente ao resultado (Cara,
Coroa, Coroa) deve ser igual à soma das informações correspondentes a cada
um dos caracteres Cara, Coroa e Coroa. Ora, por independência, a proba-
bilidade do evento (Cara, Coroa, Coroa) é o produto das probabilidades dos
eventos Cara, Coroa e Coroa.

Isto sugere que a informação deve ser definida em termos do logaritmo da
probabilidade. Em Teoria da Informação é usual considerar logaritmos na base
2, porque essencialmente todos os canais de informação que encontramos na

1Um dos autores deste livro participou uma vez numa “caçada ao tesouro”que consistia
em buscar as diferentes letras do nome de um certo objeto matemático. Aconteceu que as três
primeiras letras encontradas foram Z, Z e Z. Essa circunstância infeliz arruinou a continuação
do jogo, pois as demais letras não acrescentariam qualquer informação: só existe um objeto
objeto matemático cujo nome inclui três vezes a letra Z (o puzzle de Yoccoz ).
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prática são binários. No entanto, em Teoria Ergódica é mais comum considerar
logaritmos naturais (base e), e nós faremos o mesmo.

Por definição, a quantidade de informação associada a um caracter a ∈ A
está dada por

I(a) = − log pa (4.1.1)

onde pa é a probabilidade (frequência) do caracter a. A informação média
associada ao alfabeto A é dada por

I(A) =
∑
a∈A

paI(a) =
∑
a∈A

−pa log pa. (4.1.2)

Mais geralmente, a informação associada a uma palavra a1 . . . an é

I(a1 . . . an) = − log pa1...an (4.1.3)

onde pa1...an
representa a probabilidade da palavra. No caso independente ela

coincide com o produto pa1
. . . pan

das probabilidades de cada uma das letras,
mas em geral os dois números são distintos. Denotando por An o conjunto de
todas as palavras de comprimento n, definimos

I(An) =
∑

a1,...,an

pa1...anI(a1, . . . , an) =
∑

a1,...,an

−pa1...an log pa1...an . (4.1.4)

Finalmente, a entropia do canal de comunicação é definida por:

I = lim
n

1

n
I(An). (4.1.5)

Convidamos o leitor a verificar que a sequência I(An) é subaditiva e, portanto,
o limite em (4.1.5) existe. Isso também está contido na teoria, muito mais geral,
que desenvolveremos a seguir.

4.1.2 Entropia de uma partição

Queremos adaptar estas ideias ao nosso contexto em Teoria Ergódica. A princi-
pal diferença é que, enquanto em Teoria da Informação o alfabeto A é discreto
(finito), em geral, esse não é necessariamente o caso para o espaço de estados
da maioria dos sistemas dinâmicos interessantes. Esse ponto é resolvido fazendo
uso de partições do espaço de estados.

Seja (M,B, µ) um espaço de probabilidade. Neste caṕıtulo, por partição
sempre entenderemos uma famı́lia enumerável (finita ou infinita) P de sub-
conjuntos mensuráveis deM disjuntos dois-a-dois e cuja união tem medida total.
Denotamos por P(x) o elemento da partição que contém um dado ponto x. A
soma P ∨ Q de duas partições P e Q é a partição cujos elementos são as in-
terseções P ∩Q com P ∈ P e Q ∈ Q. Mais geralmente, dada qualquer famı́lia
enumerável de partições Pn, definimos∨

n

Pn =
{∩

n

Pn : Pn ∈ Pn para cada n
}
.
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A cada partição P associamos a respectiva função de informação

IP :M → R, IP(x) = − logµ(P(x)). (4.1.6)

É claro que a função IP é mensurável. Então chamamos entropia, ou informação
média, da partição P ao número

Hµ(P) =

∫
IP dµ =

∑
P∈P

−µ(P ) log µ(P ). (4.1.7)

Como é usual na teoria da integral de Lebesgue, fazemos a convenção de que
0 log 0 = limx→0 x log x = 0. Veja a Figura 4.1.

1

Figura 4.1: Gráfico da função ϕ(x) = −x log x

Relacionado com isto, a seguinte observação será útil em diversas ocasiões.
Considere a função ϕ : (0,∞) → R dada por ϕ(x) = −x log x. Derivando duas
vezes vemos que ϕ′′ < 0. Portanto ϕ é côncava:

t1ϕ(x1) + · · ·+ tkϕ(xk) ≤ ϕ(t1x1 + · · ·+ tkxk) (4.1.8)

para todo x1, . . . , xk > 0 e t1, . . . , tk > 0 com t1 + · · · + tk = 1. Além disso, a
concavidade é estrita: vale a igualdade em (4.1.8) se, e somente se, x1 = · · · =
xk.

Dizemos que duas partições P eQ são independentes se µ(P∩Q) = µ(P )µ(Q)
para todo P ∈ P e todo Q ∈ Q. Nesse caso, IP∨Q = IP + IQ e, portanto,
Hµ(P ∨Q) = Hµ(P) +Hµ(Q). Em geral, vale a desigualdade ≤ como veremos
daqui a pouco.

Exemplo 4.1.1. Considere M = [0, 1] munido da medida de Lebesgue. Para
cada n ≥ 1 considere a partição Pn nos subintervalos

(
(i− 1)/10n, i/10n

]
com

1 ≤ i ≤ 10n. Então

Hµ(Pn) =

10n∑
i=1

−10−n log 10−n = n log 10.
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Exemplo 4.1.2. SejaM = {1, . . . , d}N munido de uma medida produto µ = νN.
Denotamos pi = ν({i}) para cada i ∈ {1, . . . , d}. Para cada n ≥ 1, seja Pn a
partição de M em cilindros [0; a1, . . . , an] de comprimento n. A entropia de Pn

é
Hµ(Pn) =

∑
a1,...,an

−pa1
. . . pan

log(pa1
. . . pan

)
=

∑
j

∑
a1,...,an

−pa1
. . . paj

. . . pan
log paj

=
∑
j

∑
aj

−paj
log paj

∑
ai,i̸=j

pa1
. . . paj−1

paj+1
. . . pan

.

A última soma é igual a 1, uma vez que
∑

i pi = 1. Portanto,

Hµ(Pn) =

n∑
j=1

d∑
aj=1

−paj log paj =

n∑
j=1

d∑
i=1

−pi log pi = −n
d∑

i=1

pi log pi.

Lema 4.1.3. Toda partição finita tem entropia finita. De fato, Hµ(P) ≤ log#P
e vale a igualdade se, e somente se, µ(P ) = 1/#P para todo P ∈ P.

Demonstração. Seja P = {P1, P2, . . . , Pn} e considere os números ti = 1/n e
xi = µ(Pi). Pela propriedade de concavidade (4.1.8):

1

n
Hµ(P) =

n∑
i=1

tiϕ(xi) ≤ ϕ
( n∑
i=1

tixi
)
= ϕ

( 1
n

)
=

log n

n
.

Portanto, Hµ(P) ≤ log n. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,
µ(Pi) = 1/n para todo i = 1, . . . , n.

Exemplo 4.1.4. Considere M = [0, 1] munido da medida de Lebesgue µ. Ob-
serve que a série

∑∞
k=1 1/(k(log k)

2) é convergente. Seja c o valor da soma.
Então podemos decompor [0, 1] em intervalos Pk com µ(Pk) = 1/(ck(log k)2)
para todo k. Seja P a partição formada por estes subintervalos. Então,

Hµ(P) =

∞∑
k=1

log c+ log k + 2 log log k

ck(log k)2
.

Pelo critério da razão, a série do lado direito tem o mesmo comportamento
que a série

∑∞
k=1 1/(k log k) que, como sabemos, é divergente (use o critério da

integral). Portanto, Hµ(P) = ∞.

Este exemplo mostra que partições infinitas podem ter entropia infinita. A
partir daqui, ao longo de todo o caṕıtulo, sempre consideraremos partições
(enumeráveis) com entropia finita.

Chamamos entropia condicional de uma partição P com relação a uma
partição Q ao número

Hµ(P/Q) =
∑
P∈P

∑
Q∈Q

−µ(P ∩Q) log
µ(P ∩Q)

µ(Q)
. (4.1.9)
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Intuitivamente, ele mede a informação adicional fornecida pela partição P uma
vez conhecida a informação da partição Q. É claro que Hµ(P/M) = Hµ(P)
para todo P, onde M denota a partição trivial M = {M}. Além disso, se P e
Q são independentes então Hµ(P/Q) = Hµ(P). Em geral, vale a desigualdade
≤ como veremos num instante.

Dadas duas partições P eQ, dizemos que P émenos fina queQ, e escrevemos
P ≺ Q, se todo elemento de Q está contido em algum elemento de P, a menos de
medida nula. A soma P ∨Q é, precisamente, a menos fina de todas as partições
R tais que P ≺ R e Q ≺ R.

Lema 4.1.5. Sejam P, Q e R partições com entropia finita. Então,

(a) Hµ(P ∨Q/R) = Hµ(P/R) +Hµ(Q/P ∨R);

(b) se P ≺ Q então Hµ(P/R) ≤ Hµ(Q/R) e Hµ(R/P) ≥ Hµ(R/Q);

(c) P ≺ Q se, e somente se, Hµ(P/Q) = 0.

Demonstração. Por definição,

Hµ(P ∨Q/R) =
∑

P,Q,R

−µ(P ∩Q ∩R) log µ(P ∩Q ∩R)
µ(R)

=
∑

P,Q,R

−µ(P ∩Q ∩R) log µ(P ∩Q ∩R)
µ(P ∩R)

+
∑

P,Q,R

−µ(P ∩Q ∩R) log µ(P ∩R)
µ(R)

.

A soma do lado direito pode ser reescrita como∑
S∈P∨R,Q∈Q

−µ(S ∩Q) log
µ(S ∩Q)

µ(S)
+

∑
P∈P,R∈R

−µ(P ∩R) log µ(P ∩R)
µ(R)

= Hµ(Q/P ∨R) +Hµ(P/R).

Isto demonstra o item (a). Agora observe que se P ≺ Q então

Hµ(P/R) =
∑
P

∑
R

∑
Q⊂P

−µ(Q ∩R) log µ(P ∩R)
µ(R)

≤
∑
P

∑
R

∑
Q⊂P

−µ(Q ∩R) log µ(Q ∩R)
µ(R)

= Hµ(Q/R).

Isto prova a primeira parte do item (b). Para provar a segunda parte, note que
para quaisquer P ∈ P e R ∈ R, tem-se

µ(R ∩ P )
µ(P )

=
∑
Q⊂P

µ(Q)

µ(P )

µ(R ∩Q)

µ(Q)
.
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Claro que
∑

Q⊂P µ(Q)/µ(P ) = 1. Então, pela propriedade (4.1.8),

ϕ
(µ(R ∩ P )

µ(P )

)
≥

∑
Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
ϕ
(µ(R ∩Q)

µ(Q)

)
para todo P ∈ P e R ∈ R. Consequentemente,

Hµ(R/P) =
∑
P,R

µ(P )ϕ
(µ(R ∩ P )

µ(P )

)
≥

∑
P,R

µ(P )
∑
Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
ϕ
(µ(R ∩Q)

µ(Q)

)
=

∑
Q,R

µ(Q)ϕ
(µ(R ∩Q)

µ(Q)

)
= Hµ(R/Q).

Finalmente, segue da definição em (4.1.9) que Hµ(P/Q) = 0 se, e somente se,
para todo P ∈ P e todo Q ∈ Q,

µ(P ∩Q) = 0 ou então
µ(P ∩Q)

µ(Q)
= 1.

Em outras palavras, ou Q é disjunto de P (a menos de medida nula) ou Q está
contido em P (a menos de medida nula). Isto quer dizer que Hµ(P/Q) = 0 se,
e somente se, P ≺ Q.

Em particular, tomando P = M no item (b) do lema obtemos que

Hµ(R/Q) ≤ Hµ(R) para quaisquer partições R e Q. (4.1.10)

Além disso, tomando R = M no item (a), vem que

Hµ(P ∨Q) = Hµ(P) +Hµ(Q/P) ≤ Hµ(P) +Hµ(Q). (4.1.11)

Seja f :M → N uma transformação mensurável e seja µ uma probabilidade
em M . Então f∗µ é uma probabilidade em N . Além disso, se P é uma partição
de N então f−1(P) = {f−1(P ) : P ∈ P} é uma partição de M . Por definição,

Hµ(f
−1(P)) =

∑
P∈P

−µ(f−1(P )) log µ(f−1(P ))

=
∑
P∈P

−f∗µ(P ) log f∗µ(P ) = Hf∗µ(P).
(4.1.12)

Em particular, se M = N e a medida µ é invariante por f então

Hµ(f
−1(P)) = Hµ(P) para toda partição P. (4.1.13)

Também precisaremos da seguinte propriedade de continuidade:

Lema 4.1.6. Dado k ≥ 1 e ε > 0 existe δ > 0 tal que, para quaisquer partições
finitas P = {P1, . . . , Pk} e Q = {Q1, . . . , Qk},

µ(Pi∆Qi) < δ para todo i = 1, . . . , k ⇒ Hµ(Q/P) < ε.
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Demonstração. Fixe ε > 0 e k ≥ 1. Pela continuidade da função ϕ : [0, 1] → R,
ϕ(x) = −x log x, existe ρ > 0 tal que ϕ(x) < ε/k2 para todo x ∈ [0, ρ)∪(1−ρ, 1].
Tome δ = ρ/k. Dadas partições P e Q como no enunciado, denote por R a
partição cujos elementos são as interseções Pi ∩ Qj com i ̸= j e também o
conjunto ∪k

i=1Pi ∩Qi. Note que µ(Pi ∩Qj) ≤ µ(Pi∆Qi) < δ para todo i ̸= j e

µ
( k∪
i=1

Pi ∩Qi

)
≥

k∑
i=1

(
µ(Pi)− µ(Pi∆Qi)

)
>

k∑
i=1

(
µ(Pi)− δ

)
= 1− ρ.

Portanto,

Hµ(R) =
∑
R∈R

ϕ(µ(R)) < #R ε

k2
≤ ε.

É claro da definição que P ∨Q = P ∨R. Então, usando (4.1.11) e (4.1.10),

Hµ(Q/P) = Hµ(P ∨Q)−Hµ(P) = Hµ(P ∨R)−Hµ(P)

= Hµ(R/P) ≤ Hµ(R) < ε.

Isto prova o lema.

4.1.3 Entropia de um sistema dinâmico

Seja f : M → M uma transformação mensurável preservando uma medida de
probabilidade µ. A noção de entropia do sistema (f, µ), apresentada a seguir,
é inspirada pela ideia de entropia de um canal de comunicação definida por
(4.1.5).

Dada uma partição P de M com entropia finita, denotamos

Pn =

n−1∨
i=0

f−i(P) para cada n ≥ 1.

Observe que o elemento Pn(x) que contém x ∈M está dado por:

Pn(x) = P(x) ∩ f−1(P(f(x))) ∩ · · · ∩ f−n+1(P(fn−1(x))).

É claro que a sequência Pn é não-decrescente, ou seja, Pn ≺ Pn+1 para todo n.
Portanto, a sequência das entropias Hµ(Pn) também é não-decrescente. Outro
fato importante é que esta sequência é subaditiva:

Lema 4.1.7. Hµ(Pm+n) ≤ Hµ(Pm) +Hµ(Pn) para todo m,n ≥ 1.

Demonstração. Por definição, Pm+n = ∨m+n−1
i=0 f−i(P) = Pm ∨ f−m(Pn). Por-

tanto, usando (4.1.11),

Hµ(Pm+n) ≤ Hµ(Pm) +Hµ(f
−m(Pn)). (4.1.14)

Por outro lado, como a medida µ é invariante por f , a propriedade (4.1.13)
implica que Hµ(f

−m(Pn)) = Hµ(Pn) para todo m,n. Substituindo este fato
em (4.1.14) obtemos a conclusão do lema.
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Como a sequência Hµ(Pn) é subaditiva, temos que o limite

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) (4.1.15)

existe e coincide com o ı́nfimo da sequência do lado direito. Chamamos hµ(f,P)
entropia de f com relação à partição P. Observe que esta entropia é tanto
maior quanto mais fina for a partição. De fato, se P ≺ Q então Pn ≺ Qn

para todo n. Usando o Lema 4.1.5, segue que Hµ(Pn) ≤ Hµ(Qn) para todo n.
Consequentemente,

P ≺ Q ⇒ hµ(f,P) ≤ hµ(f,Q). (4.1.16)

Finalmente, a entropia do sistema (f, µ) é definida por

hµ(f) = sup
P
hµ(f,P), (4.1.17)

onde o supremo é tomado sobre todas as partições com entropia finita. Uma
observação útil é que a definição não é afetada se considerarmos o supremo
apenas sobre as partições finitas (veja o Exerćıcio 4.4.2).

Exemplo 4.1.8. Suponhamos que a medida invariante µ está suportada numa
órbita periódica. Em outras palavras, existe x em M e k ≥ 1 tal que fk(x) = x
e a medida µ é dada por

µ =
1

k

(
δx + δf(x) + · · ·+ δfk−1(x)

)
.

Neste caso a medida só toma um número finito de valores. Consequentemente,
a entropia Hµ(P) também só toma um número finito de valores quando consi-
deramos todas as partições P. Em particular, limn n

−1Hµ(Pn) = 0 para toda
partição P. Isto prova que neste caso hµ(f) = 0.

Exemplo 4.1.9. Considere a transformação expansão decimal f : [0, 1] → [0, 1],
dada por f(x) = 10x − [10x]. Como observamos anteriormente, f preserva a
medida de Lebesgue no intervalo µ. Seja P a partição de [0, 1] nos intervalos
da forma

(
(i − 1)/10, i/10] com i = 1, . . . , 10. Então Pn é a partição nos

intervalos da forma
(
(i − 1)/10n, i/10n] com i = 1, . . . , 10n. Usando o cálculo

do Exemplo 4.1.1, obtemos que

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) = log 10.

Usando a teoria que será desenvolvida na Seção 4.2 (teorema de Kolmogorov-
Sinai e seus corolários), veremos que este é também o valor da entropia hµ(f),
ou seja, P realiza o supremo na definição (4.1.17).

Exemplo 4.1.10. Considere o deslocamento σ : Σ → Σ em Σ = {1, . . . , d}N (ou
Σ = {1, . . . , d}Z), munido de uma medida de Bernoulli µ = νN (respectivamente,
µ = νZ). Seja P a partição de Σ em cilindros [0; a] com a = 1, . . . , d. Então Pn
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é a partição em cilindros [0; a1, . . . , an] de comprimento n. Usando o cálculo do
Exemplo 4.1.2 conclúımos que

hµ(σ,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) =

d∑
i=1

−pi log pi. (4.1.18)

A teoria que apresentaremos na Seção 4.2 permitirá concluir que este é também
o valor da entropia hµ(σ).

Segue da expressão (4.1.18) que para todo x > 0 existe algum deslocamento
de Bernoulli (σ, µ) tal que hµ(σ) = x. Usaremos esta observação um certo
número de vezes ao longo do texto.

Lema 4.1.11. hµ(f,Q) ≤ hµ(f,P) + Hµ(Q/P) para quaisquer partições P e
Q com entropia finita.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.5, para todo n ≥ 1 vale que

Hµ

(
Qn+1/Pn+1

)
= Hµ

(
Qn ∨ f−n(Q)/Pn ∨ f−n(P)

)
≤ Hµ

(
Qn/Pn

)
+Hµ

(
f−n(Q)/f−n(P)

)
.

O último termo é igual a Hµ(Q/P), porque a medida µ é invariante por f .
Portanto, a relação anterior prova que

Hµ

(
Qn/Pn

)
≤ nHµ

(
Q/P

)
para todo n ≥ 1. (4.1.19)

Usando o Lema 4.1.5 uma vez mais, segue que

Hµ(Qn) ≤ Hµ(Pn ∨Qn) = Hµ(Pn) +Hµ(Qn/Pn) ≤ Hµ(Pn) + nHµ(Q/P).

Dividindo por n e passando ao limite quando n → ∞ obtemos a conclusão do
lema.

Lema 4.1.12. hµ(f,P) = limnHµ(P/
∨n

j=1 f
−j(P)) para qualquer partição P

com entropia finita.

Demonstração. Usando o Lema 4.1.5(a) e o fato de que a medida µ é invariante:

Hµ

( n−1∨
j=0

f−j(P)
)
= Hµ

( n−1∨
j=1

f−j(P)
)
+Hµ

(
P/

n−1∨
j=1

f−j(P)
)

= Hµ

( n−2∨
j=0

f−j(P)
)
+Hµ

(
P/

n−1∨
j=1

f−j(P)
)

para todo n. Por recorrência, segue que

Hµ

( n−1∨
j=0

f−j(P)
)
= Hµ(P) +

n−1∑
k=1

Hµ

(
P/

k∨
j=1

f−j(P)
)
.
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Portanto, hµ(f,P) é dada pelo limite Cesàro

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ

( n−1∨
j=0

f−j(P)
)
= lim

n

1

n

n−1∑
k=1

Hµ

(
P/

k∨
j=1

f−j(P)
)
.

Por outro lado, o Lema 4.1.5(b) garante que a sequência Hµ(P/ ∨n
j=1 f

−j(P))

é decrescente. Em particular, limnHµ(P/ ∨n
j=1 f

−j(P)) existe e, consequente-
mente, coincide com o limite Cesàro na igualdade anterior.

Recorde que Pn = ∨n−1
j=0 f

−j(P). Quando f : M → M é invert́ıvel, também

consideramos P±n = ∨n−1
j=−nf

−j(P).

Lema 4.1.13. Se P é partição com entropia finita então hµ(f,P) = hµ(f,Pk)
para todo k ≥ 1. Se f é invert́ıvel, também temos hµ(f,P) = hµ(f,P±k) para
todo k ≥ 1.

Demonstração. Observe que, dado qualquer n ≥ 1,

n−1∨
j=0

f−j(Pk) =

n−1∨
j=0

f−j
( k−1∨

i=0

f−i(P)
)
=

n+k−2∨
l=0

f−l(P) = Pn+k−1.

Portanto,

hµ
(
f,Pk

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
Pn+k−1

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
Pn

)
= hµ

(
f,P

)
.

Isto prova a primeira parte do lema. Para provar a segunda parte, note que:

n−1∨
j=0

f−j(P±k) =

n−1∨
j=0

f−j
( k−1∨
i=−k

f−i(P)
)
=

n+k−2∨
l=−k

f−l(P) = f−k
(
Pn+2k−1

)
para todo n e todo k. Portanto,

hµ
(
f,P±k

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
f−k(Pn+2k−1)

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
Pn+2k−1

)
= hµ

(
f,P

)
(a segunda igualdade usa o fato de que µ é invariante por f).

Proposição 4.1.14. Tem-se hµ(f
k) = khµ(f) para todo k ∈ N. Se f é in-

vert́ıvel então hµ(f
k) = |k|hµ(f) para todo k ∈ Z.

Demonstração. É claro que a igualdade vale para k = 0, uma vez que f0 = id
e hµ(id) = 0. No que segue, supomos que k é diferente de zero. Considere
g = fk e seja P uma partição qualquer de M com entropia finita. Lembrando
que Pk = P ∨ f−1(P) ∨ · · · ∨ f−k+1(P), vemos que

Pkm =

km−1∨
j=0

f−j(P) =

m−1∨
i=0

f−ki
( k−1∨
j=0

f−j(P)
)
=

m−1∨
i=0

g−i(Pk).
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Portanto,

khµ
(
f,P

)
= lim

m

1

m
Hµ

(
Pkm

)
= hµ

(
g,Pk

)
. (4.1.20)

Como P ≺ Pk, esta igualdade implica que hµ(g,P) ≤ khµ(f,P) ≤ hµ(g)
qualquer que seja P. Tomando o supremo sobre as partições P, segue que
hµ(g) ≤ khµ(f) ≤ hµ(g). Isto prova que khµ(f) = hµ(g), conforme afirmado.

Agora suponha que f é invert́ıvel. Seja P uma partição qualquer de M com
entropia finita. Para qualquer n ≥ 1,

Hµ

(
∨n−1
j=0 f

−j(P)
)
= Hµ

(
f−n+1

(
∨n−1
i=0 f

i(P)
))

= Hµ

(
∨n−1
i=0 f

i(P)
)
,

uma vez que a medida µ é invariante. Dividindo por n e passando ao limite
quando n→ ∞, obtemos que

hµ(f,P) = hµ(f
−1,P). (4.1.21)

Tomando o supremo sobre estas partições P, vem que hµ(f) = hµ(f
−1). Subs-

tituindo f for fk e usando a primeira metade da proposição, conclúımos que
hµ(f

−k) = hµ(f
k) = khµ(f) para todo k ∈ N.

4.2 Teorema de Kolmogorov-Sinai

Em geral, a principal dificuldade para calcular a entropia reside no cálculo do
supremo na definição (4.1.17). Os métodos que vamos desenvolver nesta seção
permitem simplificar a tarefa em muitos casos, identificando certas partições P
que realizam o supremo, isto é, tais que hµ(f,P) = hµ(f). O resultado principal
é o seguinte:

Teorema 4.2.1 (Kolmogorov-Sinai). Seja P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · uma sequência
não-decrescente de partições com entropia finita tais que ∪∞

n=1Pn gera a σ-
álgebra dos conjuntos mensuráveis, a menos de medida nula. Então

hµ(f) = lim
n
hµ(f,Pn).

Demonstração. O limite sempre existe, pois a propriedade (4.1.16) implica que
a sequência hµ(f,Pn) é não decrescente. A desigualdade ≥ no enunciado é
consequência direta da definição de entropia. Portanto, só precisamos mostrar
que hµ(f,Q) ≤ limn hµ(f,Pn) para toda partição Q com entropia finita. Vamos
usar o seguinte fato, que é interessante em si mesmo:

Proposição 4.2.2. Seja A uma álgebra que gera a σ-álgebra dos conjuntos
mensuráveis, a menos de medida nula. Para toda partição Q com entropia
finita e todo ε > 0 existe alguma partição finita P ⊂ A tal que Hµ(Q/P) < ε.

Demonstração. O primeiro passo é reduzir o enunciado ao caso em que Q é
finita. Denote por Qj , j = 1, 2, . . . os elementos de Q. Para cada k ≥ 1,
considere a partição finita

Qk = {Q1, . . . , Qk,M \ ∪k
j=1Qj}.
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Lema 4.2.3. limkHµ(Q/Qk) = 0 para toda partição Q com entropia finita.

Demonstração. Denote Q0 =M \ ∪k
j=1Qj . Por definição,

Hµ(Q/Qk) =

k∑
i=0

∑
j≥1

−µ(Qi ∩Qj) log
µ(Qi ∩Qj)

µ(Qi)
.

Todas as parcelas com i ≥ 1 são nulas, uma vez que nesse caso µ(Qi ∩ Qj) é
igual a zero se i ̸= j e é igual a µ(Qi) se i = j. Para i = 0 temos que µ(Qi∩Qj)
é igual a zero se j ≤ k e é igual a µ(Qj) se j > k. Portanto,

Hµ(Q/Qk) =
∑
j>k

−µ(Qj) log
µ(Qj)

µ(Q0)
≤

∑
j>k

−µ(Qj) log µ(Qj).

A hipótese de que Q tem entropia finita significa que a expressão do lado direito
converge para zero quando k → ∞.

Dado ε > 0, fixe k ≥ 1 tal que Hµ(Q/Qk) < ε/2. Considere qualquer δ > 0.
Pelo teorema de aproximação (Teorema A.1.19), para cada i = 1, . . . , k existe
Ai ∈ A tal que

µ(Qi∆Ai) < δ/(2k2). (4.2.1)

Defina P1 = A1 e Pi = Ai\∪i−1
j=1Aj para i = 2, . . . , k e também P0 =M\∪k−1

j=1Aj .

É claro que P = {P1, . . . , Pk, P0} é partição de M e que Pi ∈ A para todo i.
Para i = 1, . . . , k, temos que Pi∆Ai = Pi \Ai = Ai∩

(
∪i−1
j=1Aj

)
. Dado qualquer

x neste conjunto, existe j < i tal que x ∈ Ai ∩ Aj . Como Qi ∩ Qj = ∅, segue
que x ∈ (Ai \Qi) ∪ (Aj \Qj). Isto prova que

Pi∆Ai ⊂ ∪i
j=1(Aj \Qj) ⊂ ∪i

j=1(Aj∆Qj)

e, portanto, µ(Pi∆Ai) < iδ/(2k2) ≤ δ/(2k). Juntamente com (4.2.1), isto
implica que

µ(Pi∆Qi) < δ/(2k2) + δ/(2k) ≤ δ/k para i = 1, . . . , k. (4.2.2)

Além disso, P0∆Q0 ⊂ ∪k
i=1Pi∆Qi uma vez que P e Qk são partições de M .

Logo, (4.2.2) implica
µ(P0∆Q0) < δ. (4.2.3)

De acordo com o Lema 4.1.6, supondo que δ > 0 é suficientemente pequeno, as
relações (4.2.2) e (4.2.3) implicam que Hµ(Qk/P) < ε/2. Então, pela desigual-
dade no Exerćıcio 4.4.1,

Hµ(Q/P) ≤ Hµ(Q/Qk) +Hµ(Qk/P) < ε,

tal como afirmado.

Corolário 4.2.4. Se (Pn)n é sequência de partições nas condições do Teo-
rema 4.2.1 então limnHµ(Q/Pn) = 0 para toda partição Q com entropia finita.
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Demonstração. Para cada n, seja An a álgebra gerada por Pn. Note que os
elementos de An são as uniões finitas de elementos de Pn juntamente com os
complementos dessas uniões. Além disso, A = ∪nAn é a álgebra gerada por
∪nPn. Considere qualquer ε > 0. Pela Proposição 4.2.2, existe uma partição
finita P ⊂ A tal que Hµ(Q/P) < ε. Logo, uma vez que P é finita, existe
m ≥ 1 tal que P ⊂ Am e, portanto, P é menos fina que Pm. Então, usando o
Lema 4.1.5,

Hµ(Q/Pn) ≤ Hµ(Q/Pm) ≤ Hµ(Q/P) < ε para todo n ≥ m.

Isto completa a demonstração do corolário.

Estamos prontos para concluir a demonstração do Teorema 4.2.1. Pelo
Lema 4.1.11, temos que

hµ(f,Q) ≤ hµ(f,Pn) +Hµ(Q/Pn) para todo n.

Passando ao limite quando n → ∞, obtemos que hµ(f,Q) ≤ limn hµ(f,Pn)
para toda partição Q com entropia finita.

4.2.1 Partições geradoras

Nesta seção, e nas seguintes, deduziremos diversas consequências úteis do Teo-
rema 4.2.1.

Corolário 4.2.5. Seja P uma partição com entropia finita tal que a união dos
iterados Pn = ∨n−1

j=0 f
−j(P), n ≥ 1 gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis,

a menos de medida nula. Então hµ(f) = hµ(f,P).

Demonstração. Basta aplicar o Teorema 4.2.1 à sequência Pn, lembrando que
hµ(f,Pn) = hµ(f,P) para todo n, de acordo com o Lema 4.1.13.

Corolário 4.2.6. Suponha que o sistema (f, µ) é invert́ıvel. Seja P uma
partição com entropia finita tal que a união dos iterados P±n = ∨n−1

j=−nf
−j(P),

n ≥ 1 gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis, a menos de medida nula.
Então hµ(f) = hµ(f,P).

Demonstração. Basta aplicar o Teorema 4.2.1 à sequência P±n, lembrando que
hµ(f,P±n) = hµ(f,P) para todo n, de acordo com o Lema 4.1.13.

Em particular, os Corolários 4.2.5 e 4.2.6 completam o cálculo da entro-
pia da transformação expansão decimal e dos deslocamentos de Bernoulli, que
iniciamos nos Exemplos 4.1.9 e 4.1.10, respectivamente.

Em qualquer dos casos nos Corolários 4.2.5 e 4.2.6 dizemos que P é uma
partição geradora, ou um gerador do sistema. Note, no entanto, que isto contém
um certo abuso de linguagem, já que as condições nos dois corolários não são
equivalentes. Por exemplo, para o deslocamento emM = {1, . . . , d}Z, a partição
P em cilindros {[0; a] : a = 1, . . . , d} é tal que a união dos iterados bilaterais
P±n gera a σ-álgebra mas a união dos iterados unilaterais Pn não gera. Quando
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for necessário distinguir entre os dois conceitos, falaremos de gerador unilateral
e gerador bilateral, respectivamente.

A este respeito também observamos que certos sistemas invert́ıveis admitem
geradores unilaterais. Por exemplo, se f : S1 → S1 é uma rotação irracional e
P = {I, S1 \ I} é uma partição do ćırculo em dois intervalos complementares,
então P é gerador unilateral (e também bilateral, evidentemente). No entanto,
este tipo de situação só é posśıvel para sistemas com entropia nula:

Corolário 4.2.7. Suponha que o sistema (f, µ) é invert́ıvel e existe alguma
partição P com entropia finita tal que ∪∞

n=1Pn gera a σ-álgebra dos conjuntos
mensuráveis, a menos de medida nula. Então hµ(f) = 0.

Demonstração. Combinando o Lema 4.1.12 e o Corolário 4.2.5:

hµ(f) = hµ(f,P) = lim
n
Hµ(P/f−1(Pn)).

Como ∪nPn gera a σ-álgebra B dos conjuntos mensuráveis, ∪nf
−1(Pn) gera

a σ-álgebra f−1(B). Mas f−1(B) = B, uma vez que f é invert́ıvel. Logo, o
Corolário 4.2.4 implica que Hµ(P/f−1(Pn)) converge para zero quando n→ ∞.
Segue que hµ(f) = hµ(f,P) = 0.

Suponha que M é um espaço métrico, munido da sua σ-álgebra de Borel.

Corolário 4.2.8. Seja P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · uma sequência não decrescente de
partições com entropia finita tais que diamPn(x) → 0 para µ-quase todo x ∈M .
Então

hµ(f) = lim
n
hµ(f,Pn).

Demonstração. Seja U um aberto, não vazio, qualquer deM . A hipótese garante
que para cada x ∈ U existe n(x) tal que o conjunto Px = Pn(x)(x) está contido

em U . É claro que Px pertence à álgebra A gerada por ∪nPn. Observe também
que esta álgebra é enumerável, já que ela está formada pelas uniões finitas de
elementos das partições Pn juntamente com os complementares de tais uniões.
Em particular, o conjunto dos valores tomados por Px é enumerável. Segue que
U = ∪x∈UPx está na σ-álgebra gerada A. Isto prova que a σ-álgebra gerada por
A contém todos os abertos e, portanto, contém todos os conjuntos borelianos.
Agora, a conclusão segue de uma aplicação direta do Teorema 4.2.1.

Exemplo 4.2.9. Seja f : S1 → S1 um homeomorfismo e seja µ uma probabili-
dade invariante qualquer. Dada uma partição finita P de S1 em subintervalos,
denotemos por x1, . . . , xm os seus pontos extremos. Para qualquer j ≥ 1, a
partição f−j(P) está formada pelos subintervalos de S1 determinados pelos
pontos f−j(xi). Isto implica que, para cada n ≥ 1, os elementos de Pn têm os
seus pontos extremos no conjunto

{f−j(xi) : j = 0, . . . , n− 1 e i = 1, . . . ,m}.
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Em particular, #Pn ≤ mn. Então, usando o Lema 4.1.3,

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) ≤ lim

n

1

n
log#Pn ≤ lim

n

1

n
logmn = 0.

Segue que hµ(f) = 0: para isso basta considerar qualquer sequência de partições
finitas em intervalos com diâmetro indo para zero e aplicar o Corolário 4.2.8.

Corolário 4.2.10. Seja P uma partição com entropia finita tal que, para µ-
quase todo x ∈M , tem-se diamPn(x) → 0. Então hµ(f) = hµ(f,P).

Demonstração. Basta aplicar o Corolário 4.2.8 à sequência Pn, lembrando que
hµ(f,Pn) = hµ(f,P) para todo n.

Analogamente, se f é invert́ıvel e P é uma partição deM com entropia finita
e tal que diamP±n(x) → 0 para µ-quase todo x ∈M , então hµ(f) = hµ(f,P).

Sabemos que geradores existem na maioria dos casos interessantes, embo-
ra possa ser dif́ıcil exibir um gerador explicitamente. De fato, suponha que o
ambiente é um espaço de Lebesgue. Rokhlin [Rok67, §10] mostrou que se um
sistema é aperiódico (isto é, o conjunto dos pontos periódicos tem medida nula)
e quase todo ponto tem um conjunto enumerável (finito ou infinito) de pré-
imagens, então existe algum gerador enumerável. Em particular, todo sistema
invert́ıvel aperiódico admite algum gerador enumerável. Em geral, este gerador
pode ter entropia infinita. Mas Rokhlin [Rok67, §10] também mostrou que
todo sistema invert́ıvel aperiódico com entropia finita admite algum gerador
bilateral com entropia finita. Além disso (Krieger [Kri70]), este gerador pode
ser escolhido finito se o sistema for ergódico.

4.2.2 Semicontinuidade da entropia

A seguir vamos examinar a função entropia, que associa a cada medida inva-
riante µ de uma transformação f dada o valor da respectiva entropia hµ(f).
Vamos ver que esta função não é cont́ınua, em geral. No entanto, sob hipóteses
bastante amplas ela é semicont́ınua superiormente: dado qualquer ε > 0, tem-se
que hν(f) ≤ hµ(f) + ε para todo ν suficientemente próximo de µ. Isso vale, em
particular, para a classe de transformações que chamamos de expansivas.

Começamos por mostrar, por meio de um exemplo, que a função entropia
pode ser descont́ınua:

Exemplo 4.2.11. Seja f : [0, 1] → [0, 1] a transformação expansão decimal.
Como vimos no Exemplo 4.1.9, a entropia de f relativamente à medida de
Lebesgue m é hm(f) = log 10. Para cada k ≥ 1, denote por Fk o conjunto
dos pontos fixos do iterado fk. Observe que Fk é um conjunto invariante com
#Fk = 10k, e que estes conjuntos estão equidistribúıdos no seguinte sentido:
cada intervalo [(i−1)/10k, i/10k] contém exatamente um ponto de Fk. Considere
a sequência de medidas

µk =
1

10k

∑
x∈Fk

δx.
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As observações anteriores implicam que cada µk é uma probabilidade invariante
e que a sequência (µk)k converge para a medida de Lebesgue m na topolo-
gia fraca∗ (verifique). Como µk está suportada num conjunto finito, o mesmo
argumento que usamos no Exemplo 4.1.8 prova que hµk

(f) = 0 para todo k.
Portanto, a entropia não varia continuamente com a medida invariante.

Por outro lado, em geral, considere qualquer partição finita P de M cujo
bordo

∂P =
∪
P∈P

∂P

satisfaz µ(∂P) = 0. A função ν 7→ ν(P ) é cont́ınua no ponto µ, para todo
P ∈ P. Consequentemente, a função

ν 7→ Hν(P) =
∑
P∈P

−ν(P ) log ν(P )

também é cont́ınua em µ. A hipótese sobre P também implica que µ(∂Pn) = 0
para todo n ≥ 1, uma vez que

∂Pn ⊂ ∂P ∪ f−1(∂P) ∪ · · · ∪ f−n+1(∂P).

Assim, a função ν 7→ Hν(Pn) é cont́ınua para todo n.

Proposição 4.2.12. Seja P uma partição finita tal que µ(∂P) = 0. Então, a
função ν 7→ hν(f,P) é semicont́ınua superiormente em µ.

Demonstração. Basta lembrar que, por definição,

hν(f,P) = inf
n

1

n
Hν(f,P)

e que o ı́nfimo de qualquer famı́lia de funções cont́ınuas é uma função semi-
cont́ınua superiormente.

Corolário 4.2.13. Suponha que existe uma partição finita P tal que µ(∂P) = 0
e ∪nPn gera a σ-álgebra dos subconjuntos mensuráveis deM a menos de medida
nula. Então a função η 7→ hη(f) é semicont́ınua superiormente no ponto µ.

Demonstração. Pela Proposição 4.2.12, dado ε > 0 existe uma vizinhança U de
µ tal que hν(f,P) ≤ hµ(f,P) + ε para todo ν ∈ V . Temos hµ(f,P) ≤ hµ(f),
por definição. Pelo Corolário 4.2.5, a hipótese implica que hν(f,P) = hν(f)
para todo ν. Portanto, hν(f) ≤ hµ(f) + ε para todo ν ∈ V .

Agora suponhamos que M é um espaço métrico compacto e µ é uma proba-
bilidade boreliana em M . Por definição, o diâmetro diamP de uma partição P
é o supremo dos diâmetros dos seus elementos. Então temos a seguinte versão
mais especializada do corolário anterior:

Corolário 4.2.14. Suponha que existe ε0 > 0 tal que toda partição finita P
com diamP < ε0 satisfaz limn diamPn = 0. Então, a função µ 7→ hµ(f) é
semi-cont́ınua superiormente. Consequentemente, essa função é limitada e o
seu supremo é atingido para alguma medida µ.
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Demonstração. Como vimos no Corolário 4.2.10, a propriedade limn diamPn =
0 implica que ∪nPn gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis. Por outro
lado, dada qualquer probabilidade invariante µ é fácil escolher2; seja U uma
cobertura finita de M por tais bolas; tome para P a partição associada a U ,
ou seja, a partição cujos elementos são os conjuntos maximais que, para cada
U ∈ U , estão contidos em U ou no complementar U c; uma partição P com
diâmetro menor que ε0 e tal que µ(∂P) = 0. Segue do corolário anterior que a
função entropia é semicont́ınua superiormente em µ e, como µ é arbitrária, isso
dá a primeira afirmação do enunciado.

As demais afirmações são consequências gerais da semicontinuidade, lem-
brando que o domı́nio da função entropia, ou seja, o espaço M1(f) das proba-
bilidades invariantes, é um espaço compacto.

Quando f é invert́ıvel podemos substituir Pn por P±n = ∨n−1
j=−nf

−j(P) no
enunciado dos Corolários 4.2.13 e 4.2.14. A demonstração é análoga, usando o
Corolário 4.2.6 e a versão do Corolário 4.2.10 para transformações invert́ıveis.

4.2.3 Transformações expansivas

Agora vamos discutir uma classe bastante ampla de transformações que satis-
fazem as condições do Corolário 4.2.14.

Uma transformação cont́ınua f : M → M num espaço métrico é dita ex-
pansiva se existe ε0 > 0 (chamada constante de expansividade) tal que, dados
x, y ∈ M com x ̸= y existe n ∈ N tal que d(fn(x), fn(y)) ≥ ε0. Ou seja, quais-
quer duas órbitas distintas podem ser distinguidas, de forma macroscópica, em
algum momento da iteração.

Quando a transformação f é invert́ıvel também temos uma versão bilateral
da noção de expansividade, definida do seguinte modo: existe ε0 > 0 tal que,
dados x, y ∈ M com x ̸= y existe n ∈ Z tal que d(fn(x), fn(y)) ≥ ε0. Esta
propriedade sempre vale se a transformação for expansiva (no sentido anterior),
já que N ⊂ Z.

Exemplo 4.2.15. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, . . . , d}N. Consi-
deramos em Σ a distância d((xn)n, (yn)n) = 2−N onde N é o menor valor de n
tal que xn ̸= yn. Note que d(σN (x), σN (y)) = 20 = 1 se x = (xn)n e y = (yn)n
são pontos distintos. Isto prova que σ é uma transformação expansiva, com
ε0 = 1 como constante de expansividade.

Analogamente, o deslocamento bilateral σ : Σ → Σ em Σ = {1, . . . , d}Z é
expansivo no sentido bilateral (mas não no sentido unilateral).

Deixamos ao cuidado do leitor verificar (Exerćıcio 4.4.6) que a expansão
decimal f(x) = 10x− [10x] também é expansiva. Por outro lado, rotações num
toro nunca são expansivas.

2Por exemplo: para cada x escolha rx ∈ (0, ε0) tal que o bordo da bola de centro x e raio
rx tenha medida nula
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Proposição 4.2.16. Seja f : M → M uma transformação expansiva num
espaço métrico compacto e seja ε0 > 0 uma constante de expansividade. Então
tem-se limn diamPn = 0 para toda partição finita P com diamP < ε0.

Demonstração. É claro que a sequência diamPn é não crescente. Seja δ o seu
ı́nfimo e suponhamos que δ > 0. Então, para todo n ≥ 1 existem pontos xn e
yn tais que d(xn, yn) > δ/2 mas xn e yn pertencem ao mesmo elemento de Pn

e, portanto, satisfazem

d(f j(xn), f
j(yn)) ≤ diamP < ε0 para todo 0 ≤ j < n.

Por compacidade, existe (nj)j → ∞ tal que (xnj
)j e (ynj

)j convergem para
pontos x e y, respectivamente. Então x ̸= y mas d(f j(x), f j(y)) ≤ diamP < ε0
para todo j ≥ 0. Isto contradiz a hipótese de que ε0 é constante de expansivi-
dade.

Corolário 4.2.17. Se f :M →M é uma transformação expansiva num espaço
métrico compacto então a função entropia é semicont́ınua superiormente e exis-
tem probabilidades invariantes µ cuja entropia hµ(f) é máxima entre todas as
probabilidades invariantes de f .

Demonstração. Combine a Proposição 4.2.16 com o Corolário 4.2.14.

Se a transformação f é invert́ıvel e expansiva no sentido bilateral, podemos
substituir Pn por P±n na Proposição 4.2.16 e a conclusão do Corolário 4.2.17
também permanece válida tal como está enunciada.

4.3 Entropia local

O teorema de Shannon-McMillan-Breiman, que vamos discutir nesta seção, for-
nece uma visão complementar do conceito de entropia, mais detalhada e de na-
tureza mais local. Também mencionaremos uma versão topológica dessa ideia,
que é devida a Brin-Katok.

Teorema 4.3.1 (Shannon-McMillan-Breiman). Dada qualquer partição P com
entropia finita, o limite

hµ(f,P, x) = lim
n

− 1

n
logµ(Pn(x)) existe em µ-quase todo ponto. (4.3.1)

A função x 7→ hµ(f,P, x) é µ-integrável, e o limite também vale em L1(µ).
Além disso, ∫

hµ(f,P, x) dµ(x) = hµ(f,P).

Se (f, µ) é ergódico então hµ(f,P, x) = hµ(f,P) em µ-quase todo ponto.
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Lembre que Pn(x) = P(x)∩f−1(P(f(x)))∩· · ·∩f−n+1(P(fn−1(x))), ou seja,
este conjunto está formado pelos pontos cujas trajetórias se mantêm “próximas”
da trajetória de x durante n iterados, no sentido de que as duas visitam os
mesmos elementos de P. O Teorema 4.3.1 afirma que a medida deste conjunto
tem uma taxa exponencial de decaimento bem definida: em µ-quase todo ponto,

µ(Pn(x)) ≈ e−nhµ(f,P,x) para todo n grande.

O teorema de Brin-Katok, que enunciamos a seguir, pertence à mesma
famı́lia de resultados, mas usa uma noção distinta de proximidade.

Definição 4.3.2. Suponhamos que f :M →M é uma aplicação cont́ınua num
espaço métrico compacto. Dado x ∈M , n ≥ 1 e ε > 0, chamamos bola dinâmica
de comprimento n e raio ε em torno de x ao conjunto:

B(x, n, ε) = {y ∈M : d(f j(x), f j(y)) < ε para todo j = 0, 1, . . . , n− 1}.

Em outras palavras, B(x, n, ε) = ∩n−1
j=0 f

−j(B(f j(x), ε)). Defina:

h+µ (f, ε, x) = lim sup
n

− 1

n
logµ(B(x, n, ε)) e

h−µ (f, ε, x) = lim inf
n

− 1

n
logµ(B(x, n, ε)).

Teorema 4.3.3 (Brin-Katok). Seja µ uma probabilidade invariante por f . Os
limites

lim
ε→0

h+µ (f, ε, x) e lim
ε→0

h−µ (f, ε, x)

existem e são iguais para µ-quase todo ponto. Denotando por hµ(f, x) o seu
valor comum, a função hµ(f, ·) é integrável e tem-se

hµ(f) =

∫
hµ(f, x)dµ(x).

A prova deste resultado pode ser encontrada no artigo original de Brin,
Katok [BK83] e não será apresentada aqui.

Exemplo 4.3.4 (Translações em grupos compactos). Seja G um grupo com-
pacto metrizável e seja µ a respectiva medida de Haar. Toda translação de G, à
esquerda ou à direita, tem entropia nula relativamente a µ. De fato, considere
em G uma distância d invariante por translações . Então,

Ej
g(B(x, ε)) = B(Ej

g(x), ε)

para quaisquer g ∈ G e j ∈ Z. Consequentemente, B(x, n, ε) = B(x, ε) para
todo n ≥ 1. Então,

h±µ (Eg, ε, x) = lim
n

− 1

n
logµ(B(x, ε)) = 0

para todo ε > 0 e x ∈ G. Pelo teorema de Brin-Katok, segue que hµ(Eg) = 0.
O mesmo argumento se aplica para translações Dg à direita.
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4.4 Exemplos

Vamos agora ilustrar os resultados anteriores por meio de alguns exemplos.

4.4.1 Deslocamentos de Markov

Seja Σ = {1, . . . , d}N e seja σ : Σ → Σ a transformação deslocamento. Seja µ
uma medida de Markov associada a uma matriz estocástica P = (Pi,j)i,j e um
vetor de probabilidade p = (pi)i. Vamos provar:

Proposição 4.4.1. hµ(σ) =
∑d

a=1 pa
∑d

b=1 −Pa,b logPa,b.

Demonstração. Considere a partição P de Σ em cilindros [0; a], a = 1, . . . , d.
Para cada n, o iterado Pn é a partição em cilindros [0; a1, . . . , an] de compri-
mento n. Lembrando que µ([0; a1, . . . , an]) = pa1

Pa1,a2
· · ·Pan−1,an

, vemos que

Hµ(Pn) =
∑

a1,...,an

−pa1
Pa1,a2

· · ·Pan−1,an
log

(
pa1

Pa1,a2
· · ·Pan−1,an

)
=

∑
a1

−pa1 log pa1

∑
a2,...,an

Pa1,a2 · · ·Pan−1,an

+

n−1∑
j=1

∑
aj ,aj+1

− logPaj ,aj+1

∑
pa1Pa1,a2 · · ·Pan−1,an ,

(4.4.1)

onde a última soma é sobre todos os valores de a1, . . . , aj−1, aj+2, . . . , an. Por
um lado, ∑

a2,...,an

Pa1,a2
· · ·Pan−1,an

=
∑
an

Pn
a1,an

= 1

uma vez que Pn é uma matriz estocástica. Por outro lado, P ∗p = p,∑
pa1

Pa1,a2
· · ·Pan−1,an

=
∑
a1,an

pa1
P j
a1,aj

Paj ,aj+1
Pn−j−1
aj+1,an

=
∑
a1

pa1P
j
a1,aj

Paj ,aj+1 = pajPaj ,aj+1 ,

porque Pn−j−1 é uma matriz estocástica e pP j = P j∗p = p. Substituindo estas
observações em (4.4.1), obtemos que

Hµ(Pn) =
∑
a1

−pa1 log pa1 +

n−1∑
j=1

∑
aj ,aj+1

−pajPaj ,aj+1 logPaj ,aj+1

=
∑
a

−pa log pa + (n− 1)
∑
a,b

−paPa,b logPa,b.

Então hµ(σ,P) =
∑

a,b −paPa,b logPa,b. Como a famı́lia de todos os cilindros
[0; a1, . . . , an] gera a σ-álgebra de Σ, segue do Corolário 4.2.5 que hµ(σ) =
hµ(σ,P). Isto completa a prova do teorema.
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Esta conclusão permanece válida no caso de deslocamentos de Markov bi-
laterais, ou seja, em Σ = {1, . . . , d}Z. O argumento é análogo, usando o Co-
rolário 4.2.6.

4.4.2 Transformação de Gauss

Vamos calcular a entropia da transformação de Gauss G(x) = (1/x) − [1/x]
relativamente à probabilidade invariante

µ(E) =
1

log 2

∫
E

dx

1 + x
(4.4.2)

estudada nas Seções 1.3.2 e 3.2.4. O método que vamos apresentar se estende a
uma classe bastante ampla de sistemas, incluindo as transformações expansoras
do intervalo.

Seja P a partição nos intervalos (1/(m+1), 1/m) para m ≥ 1. Como antes,
denotamos Pn = ∨n−1

j=0G
−j(P). Os seguintes fatos serão usados a seguir:

(A) Gn envia cada Pn ∈ Pn difeomorficamente sobre (0, 1), para cada n ≥ 1.

(B) diamPn → 0 quando n→ ∞.

(C) Existe C > 1 tal que |(Gn)′(y)|/|(Gn)′(x)| ≤ C para todo n ≥ 1 e quais-
quer x e y num mesmo elemento da partição Pn.

(D) Existem c1, c2 > 0 tal que c1m(Pn) ≤ µ(Pn) ≤ c2m(Pn) para todo n ≥ 1
e todo Pn ∈ Pn, onde m representa a medida de Lebesgue.

É imediato da definição que cada P ∈ P é enviado por G difeomorficamente
sobre (0, 1). A propriedade (A) é uma consequência, por indução em n. Usando
(A) e o Lema 3.2.12, obtemos que

diamPn ≤ sup
x∈Pn

1

|(Gn)′(x)|
≤ 2−[n/2]

para todo n ≥ 1 e todo Pn ∈ Pn. Isto implica (B). A propriedade (C) está dada
pelo Lema 3.2.13. Finalmente, (D) segue diretamente de (4.4.2).

Proposição 4.4.2. hµ(G) =
∫
log |G′| dµ.

Demonstração. Consideremos a função ψn(x) = − logµ(Pn(x)), para cada n ≥
1. Observe que:

Hµ(Pn) =
∑

Pn∈Pn

−µ(Pn) log µ(Pn) =

∫
ψn(x) dµ(x).

A propriedade (D) dá que

− log c1 ≥ ψn(x) + logm(Pn(x)) ≥ − log c2.
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Pela propriedade (A), temos que logm(Pn(x)) = − log |(Gn)′(y)| para algum
y ∈ Pn(x). Usando a propriedade (C), segue que

− log c1 + logC ≥ ψn(x)− log |(Gn)′(x)| ≥ − log c2 − logC

para todo x e todo n. Por consequência,

− log(c1/C) ≥ Hµ(Pn)−
∫

log |(Gn)′| dµ ≥ log(c2C) (4.4.3)

para todo n. Uma vez que a medida µ é invariante por G,∫
log |(Gn)′| dµ =

n−1∑
j=0

∫
log |G′| ◦Gj dµ = n

∫
|G′| dµ.

Então dividindo (4.4.3) por n e passando ao limite quando n→ ∞,

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) =

∫
log |G′| dµ.

Agora a propriedade (B) garante que podemos aplicar o Corolário 4.2.10 para
concluir que

hµ(G) = hµ(G,P) =

∫
log |G′| dµ.

Isto completa a demonstração da proposição.

A integral no enunciado da proposição pode ser calculada explicitamente:
deixamos a cargo do leitor verificar que (use integração por partes e o fato de
que

∑∞
j=1 1/j

2 = π2/6)

hµ(G) =

∫
log |G′| dµ =

∫ 1

0

−2 log x dx

(1 + x) log 2
=

π2

6 log 2
≈ 5, 46 . . .

Então, lembrando que (G,µ) é ergódico (Seção 3.2.4), segue do teorema de
Shannon-McMillan-Breiman (Teorema 4.3.1) que

lim
n

− 1

n
logµ(Pn(x)) =

π2

6 log 2
para µ-quase todo x.

Como a medida µ é comparável com a medida de Lebesgue, a menos de um
fator constante, isto quer dizer que

diamPn(x) ≈ e−
π2n

6 log 2 (a menos de um fator e±εn)

para µ-quase todo x e para n suficientemente grande. Observe que Pn(x) está
formada pelos pontos y cuja expansão em fração cont́ınua coincide com a ex-
pansão de x até a ordem n.
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4.4.3 Endomorfismos lineares do toro

Dado um número real x > 0, denotamos log+ x = max{log x, 0}. Nesta seção
provamos o seguinte resultado:

Proposição 4.4.3. Seja fA : Td → Td o endomorfismo induzido no toro Td

por alguma matriz invert́ıvel A com coeficientes inteiros. Seja µ a medida de
Haar em Td. Então

hµ(fA) =

d∑
i=1

log+ |λi|

onde λ1, . . . , λd são os autovalores de A, contados com multiplicidade.

Inicialmente, suponhamos que a matriz A é diagonalizável. Seja v1, . . . , vd
uma base normada de Rd tal que Avi = λivi para cada i. Seja u o número de
autovalores de A com valor absoluto estritamente maior que 1. Podemos supor
que os autovalores estão numerados de tal forma que |λi| > 1 se, e somente se,
i ≤ u. Dado x ∈ Td, todo ponto y numa vizinhança de x pode ser escrito na
forma

y = x+

d∑
i=1

tivi

como t1, . . . , td próximos de zero. Dado ε > 0, denotamos porD(x, ε) o conjunto
dos pontos y desta forma com |ti| < ε para todo i = 1, . . . , d. Além disso, para
cada n ≥ 1, consideramos

D(x, n, ε) = {y ∈ Td : f jA(y) ∈ D(f jA(x), ε) para todo j = 0, . . . , n− 1}.

Observe que f jA(y) = f jA(x) +
∑d

i=1 tiλ
j
ivi para todo n ≥ 1. Portanto,

D(x, n, ε) =
{
x+

d∑
i=1

tivi : |λni ti| < ε para i ≤ u e |ti| < ε para i > u
}
.

Logo, existe uma constante C1 > 1 que depende apenas de A, tal que

C−1
1 εd

u∏
i=1

|λi|−n ≤ µ(D(x, n, ε)) ≤ C1ε
d

u∏
i=1

|λi|−n

para todo x ∈ Td, n ≥ 1 e ε > 0. Também é claro que existe C2 > 1 que
depende apenas de A, tal que

B(x,C−1
2 ε) ⊂ D(x, ε) ⊂ B(x,C2ε)

para x ∈ Td e ε > 0 pequeno. Então, B(x, n, C−1
2 ε) ⊂ D(x, n, ε) ⊂ B(x, n, C2ε)

para todo n ≥ 1. Combinando estas duas observações, e tomando C = C1C
d
2 ,

obtemos que:

C−1εd
u∏

i=1

|λ−n
i | ≤ µ(B(x, n, ε)) ≤ Cεd

u∏
i=1

|λ−n
i |
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para todo x ∈ Td, n ≥ 1 e ε > 0. Então,

h+µ (f, ε, x) = h−µ (f, ε, x) = lim
n

1

n
logµ

(
B(x, n, ε)

)
=

u∑
i=1

log |λi|

para todo x ∈ Td e todo ε > 0 pequeno. Logo, usando o teorema de Brin-Katok
(Teorema 4.3.3)

hµ(f) = hµ(f, x) =

u∑
i=1

log |λi|

para µ-quase todo ponto x. Isto prova a Proposição 4.4.3 no caso diagonalizável.
O caso geral pode ser tratado de forma semelhante, escrevendo a matriz A na

forma canônica de Jordan. Deixamos essa tarefa para o leitor (Exerćıcio 4.4.18).

4.4.4 Exerćıcios

4.4.1. Prove que Hµ(P/R) ≤ Hµ(P/Q) +Hµ(Q/R) para quaisquer partições
P, Q e R.

4.4.2. Mostre que o supremo de hµ(f,P) sobre todas as partições finitas coin-
cide com o supremo sobre todas as partições com entropia finita.

4.4.3. Verifique que limnHµ(∨k−1
i=0 f

−i(P)/∨n
j=k f

−j(P)) = kh(f,P) para toda
partição P com entropia finita e todo k ≥ 1.

4.4.4. Seja f : M → M uma transformação preservando uma medida de pro-
babilidade µ.

(a) Suponha que existe um conjunto invariante A ⊂ M com µ(A) ∈ (0, 1).
Sejam µA e µB as restrições normalizadas de µ aos conjuntos A e B = Ac,
respectivamente. Mostre que hµ(f) = µ(A)hµA

(f) + µ(B)hµB
(f).

(b) Suponha que µ é uma combinação convexa µ =
∑n

i=1 aiµi de medidas
invariantes ergódicas µ1, . . . , µn. Mostre que hµ(f) =

∑n
i=1 aihµi

(f).

[Observação: Na Seção 4.5 obteremos resultados mais fortes.]

4.4.5. Sejam (M,B, µ) e (N, C, ν) espaços de probabilidade e f : M → M e
g : N → N transformações mensuráveis preservando as medidas µ e ν, res-
pectivamente. Dizemos que (g, ν) é um fator de (f, µ) se existe uma aplicação
mensurável, não necessariamente invert́ıvel, ϕ : (M,B) → (N, C) tal que ϕ∗µ = ν
e ϕ ◦ f = g ◦ ϕ em quase todo ponto. Mostre que nesse caso hν(g) ≤ hµ(f).

4.4.6. Mostre que a expansão decimal f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 10x − [10x] é
expansiva e exiba uma constante de expansividade.

4.4.7. Verifique que para todo s > 0 existe algum deslocamento de Bernoulli
(σ, µ) cuja entropia é igual a s.
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4.4.8. Seja X = {0} ∪ {1/n : n ≥ 1} e considere o espaço Σ = XN munido com
a distância d((xn)n, (yn)n) = 2−N |xN − yN |, onde N = min{n ∈ N : xn ̸= yn}.

(a) Certifique-se de que o deslocamento σ : Σ → Σ não é expansivo.

(b) Para cada k ≥ 1, seja νk a probabilidade em X que dá peso 1/2 a cada
um dos pontos 1/k e 1/(k + 1). Use as medidas de Bernoulli µk = νNk
para concluir que a função entropia do deslocamento não é semicont́ınua
superiormente.

(c) Seja µ a medida de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade
(px)x∈X tal que

∑
x∈X −px log px = ∞. Mostre que hµ(σ) é infinita.

4.4.9. Seja f : S1 → S1 uma aplicação de recobrimento de grau d ≥ 2 e seja µ
uma probabilidade invariante por f . Mostre que hµ(f) ≤ log d.

4.4.10. Sejam P e Q duas partições com entropia finita. Mostre que se P é
menos fina que ∨∞

j=0f
−j(Q) então hµ(f,P) ≤ hµ(f,Q).

4.4.11. Mostre que se A é uma álgebra geradora da σ-álgebra dos conjuntos
mensuráveis, a menos de medida nula, então o supremo de hµ(f,P) sobre as
partições com entropia finita (ou mesmo sobre as partições finitas) P ⊂ A
coincide com hµ(f).

4.4.12. Considere transformações f : M → M e g : N → N preservando
medidas de probabilidade µ e ν, respectivamente. Considere f × g : M ×N →
M × N , dada por (f × g)(x, y) = (f(x), g(y)). Mostre que f × g preserva a
medida produto µ× ν e que hµ×ν(f × g) = hµ(f) + hν(g).

4.4.13. Verifique que, para qualquer função mensurável φ :M → (0,∞),∫
φdµ =

∫ ∞

0

µ({x ∈M : φ(x) > t}) dt.

4.4.14. Use o Teorema 4.3.1 para calcular a entropia de um deslocamento de
Bernoulli em Σ = {1, . . . , d}N.

4.4.15. Mostre que a função hµ(f, x) no Teorema 4.3.3 é f -invariante. Conclua
que se (f, µ) é ergódico, então hµ(f) = hµ(f, x) para µ-quase todo ponto x.

4.4.16. Suponha que (f, µ) é ergódico e seja P uma partição com entropia finita.
Mostre que dado ε > 0 existe k ≥ 1 tal que para todo n ≥ k existe Bn ⊂ Pn tal
que a união dos elementos de Bn tem medida maior que 1− ε e

e−n(hµ(f,P)+ε) < µ(B) < e−n(hµ(f,P)−ε) para todo B ∈ Bn.

4.4.17. Mostre que toda rotação Rθ : Td → Td tem entropia nula relativa-
mente à medida de Haar no toro Td. [Observação: Isto é um caso particular do
Exemplo 4.3.4 mas para o enunciado presente não precisamos usar o teorema
de Brin-Katok.]
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4.4.18. Complete a demonstração da Proposição 4.4.3.

4.4.19. Seja f : M → M uma transformação mensurável e seja µ uma proba-
bilidade invariante ergódica em M . Seja B ⊂ M um conjunto mensurável com
µ(B) > 0, seja g : B → B a transformação de primeiro retorno a B e seja ν a
restrição normalizada de µ ao conjunto B . Mostre que hµ(f) = ν(B)hν(g).

4.4.20. Seja f : M → M uma transformação preservando medida num espaço
de Lebesgue (M,µ). Seja f̂ : M̂ → M̂ a extensão natural de f e seja µ̂ o

levantamento de µ. Mostre que hµ(f) = hµ̂(f̂).

4.4.21. Mostre que se f é o tempo-1 de um fluxo diferenciável numa superf́ıcie
M então hµ(f) = 0 para toda medida invariante ergódica µ. [Observação:
Usiando o Teorema 4.5.2 abaixo, segue que a entropia é zero para toda medida
de probabilidade invariante.]

4.4.22. Verifique que a definição de jacobiano não depende da escolha da co-
bertura {Uk : k ≥ 1} por domı́nios de invertibilidade.

4.4.23. Seja σ : Σ → Σ a transformação deslocamento em Σ = {1, 2, . . . , d}N e
seja µ a medida de Markov associada a uma matriz aperiódica P . Encontre o
jacobiano de f com relação a µ.

4.4.24. Seja f :M →M uma transformação localmente invert́ıvel e seja η uma
probabilidade emM não singular com relação a f . Mostre que para toda função
mensurável limitada ψ :M → R,∫

ψ dη =

∫ ∑
z∈f−1(x)

ψ

Jηf
(z)dη(x).

4.4.25. Seja f :M →M uma transformação localmente invert́ıvel e seja η uma
probabilidade em M não singular com relação a f . Mostre que η é invariante
por f se, e somente se,∑

z∈f−1(x)

1

Jηf(z)
= 1 para η-quase todo x ∈M .

Além disso se η é invariante então Jηf ≥ 1 em µ-quase todo ponto.

4.4.26. Seja f :M →M uma transformação localmente invert́ıvel e seja η uma
probabilidade boreliana em M não singular com relação a f . Mostre que, para
todo k ≥ 1, existe jacobiano de fk com relação a η e ele é dado por

Jηf
j(x) =

k−1∏
j=0

Jηf(f
j(x)) para η-quase todo x.

Supondo que f é invert́ıvel, o que pode ser dito a respeito do jacobiano de f−1

relativamente a η?
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4.4.27. Sejam f : M → M e g : N → N transformações localmente invert́ıveis
e sejam µ e ν medidas de probabilidade invariantes por f e g, respectivamente.
Suponha que existe uma equivalência ergódica ϕ : M → N entre os sistemas
(f, µ) e (g, ν). Mostre que Jµf = Jνg ◦ ϕ em µ-quase todo ponto.

4.4.28. Sejam σk : Σk → Σk e σl : Σl → Σl as transformações deslocamento em
Σk = {1, . . . , k}N e Σl = {1, . . . , l}N. Sejam µk e µl medidas de Bernoulli em Σk

e Σl, respectivamente, associadas a vetores de probabilidade p = (p1, . . . , pk) e
q = (q1, . . . , ql). Mostre que os sistemas (σk, µk) e (σl, µl) são ergodicamente
equivalentes se, e somente se, k = l e os vetores p e q se obtêm um do outro por
permutação das componentes.

4.4.29. Seja µ uma probabilidade invariante por uma transformação localmente
invert́ıvel f : M → M . Mostre que existe N ⊂ M com medida total tal que
N ⊂ f−1(N) e µ restrita a N é não singular com relação à restrição f : N → N .
Conclua que f admite jacobiano com relação a µ.

4.5 Entropia e decomposição ergódica

Não é dif́ıcil mostrar que a entropia hµ(f) é sempre uma função afim da medida
invariante µ:

Proposição 4.5.1. Sejam µ e ν probabilidades invariantes por uma trans-
formação f : M → M . Então htµ+(1−t)ν(f) = thµ(f) + (1 − t)hν(f) para
todo 0 < t < 1.

Demonstração. Defina ϕ(x) = −x log x, para x > 0. Por um lado, como a
função ϕ é côncava,

ϕ(tµ(B) + (1− t)ν(B)) ≥ tϕ(µ(B)) + (1− t)ϕ(ν(B))

para todo conjunto mensurável B ⊂M . Por outro lado, dado qualquer conjunto
mensurável B ⊂M ,

ϕ
(
tµ(B) + (1− t)ν(B)

)
− tϕ

(
µ(B)

)
− (1− t)ϕ

(
ν(B)

)
= −tµ(B) log

tµ(B) + (1− t)ν(B)

µ(B)
− (1− t)ν(B) log

tµ(B) + (1− t)ν(B)

ν(B)

≤ −tµ(B) log t− (1− t)ν(B) log(1− t)

porque a função − log é decrescente. Portanto, dada qualquer partição P com
entropia finita,

Htµ+(1−t)ν(P) ≥ tHµ(P) + (1− t)Hν(P) e

Htµ+(1−t)ν(P) ≤ tHµ(P) + (1− t)Hν(P)− t log t− (1− t) log(1− t).

Consequentemente,

htµ+(1−t)ν(f,P) = thµ(f,P) + (1− t)hν(f,P). (4.5.1)
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Segue, imediatamente, que htµ+(1−t)ν(f) ≤ thµ(f) + (1 − t)hν(f). Além disso,
(4.1.16) e (4.5.1) implicam que

htµ+(1−t)ν(f,P1 ∨ P2) ≥ thµ(f,P1) + (1− t)hν(f,P2)

para quaisquer partições P1 e P2. Tomando o supremo em P1 e P2 obtemos a
desigualdade pretendida: htµ+(1−t)ν(f) ≥ thµ(f) + (1− t)hν(f).

Em particular, dado qualquer conjunto invariante A ⊂M , temos

hµ(f) = µ(A)hµA
(f) + µ(Ac)hµAc (f), (4.5.2)

onde µA e µAc denotam as restrições normalizadas de µ ao conjunto A e ao
seu complementar, respectivamente (este fato já foi obtido no Exerćıcio 4.4.4).
Outra consequência imediata é a seguinte versão da Proposição 4.5.1 para com-
binações convexas finitas:

µ =

n∑
i=1

tiµi ⇒ hµ(f) =

n∑
i=1

tihµi
(f), (4.5.3)

quaisquer que sejam as probabilidades invariantes µ1, . . . , µn e os números po-
sitivos t1, . . . , tn satisfazendo

∑n
i=1 ti = 1.

Um fato muito mais profundo, devido a Konrad Jacobs [Jac60, Jac63], é que
a propriedade de afinidade se estende para a decomposição ergódica dada pelo
Teorema de Decomposição Ergódica:

Teorema 4.5.2 (Jacobs). Suponha que M é um espaço métrico completo se-
parável. Dada qualquer probabilidade invariante µ, seja {µP : P ∈ P} a sua
decomposição ergódica. Então hµ(f) =

∫
hµP

(f) dµ̂(P ) (quando um dos lados
da igualdade é infinito o outro também é).

Isso é consequência de um teorema geral sobre funcionais afins no espaço das
probabilidades. Para mais detalhes, sugerimos o Caṕıtulo de Entropia Métrica
de [eKO14].

4.6 Jacobianos e fórmula de Rokhlin

Sejam U um aberto e m a medida de Lebesgue de Rd e seja f : U → U um
difeomorfismo local. Pela fórmula de mudança de variáveis,

m(f(A)) =

∫
A

|detDf(x)| dx (4.6.1)

para todo A contido numa bola restrita à qual f é injetivo. A noção de jacobiano,
que vamos apresentar a seguir, estende este tipo de relação para transformações e
medidas muito mais gerais. Além de introduzirmos este conceito, mostraremos
que jacobianos existem sob hipóteses bastante gerais. Mais ainda, é posśıvel
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exprimir a entropia do sistema explicitamente em termos do jacobiano. Já
encontramos uma manifestação interessante desse fato, na Proposição 4.4.2.

Seja f : M → M uma transformação mensurável. Diremos que f é local-
mente invert́ıvel se existe algum cobertura enumerável {Uk : Uk ≥ 1} de M por
conjuntos mensuráveis tais que a restrição de f a cada Uk é uma bijeção sobre a
sua imagem, a qual é um conjunto mensurável, e a inversa dessa bijeção também
é mensurável. Os subconjuntos mensuráveis destes conjuntos Uk serão chama-
dos domı́nios de invertibilidade. Note que se A é domı́nio de invertibilidade
então f(A) é um conjunto mensurável. Observe, igualmente, que se f é local-
mente invert́ıvel então a pré-imagem f−1(y) de qualquer y ∈ M é enumerável:
ela contém no máximo um ponto em cada Uk.

Seja η uma probabilidade emM , não necessariamente invariante por f . Uma
função mensurável ξ : M → [0,∞) é um jacobiano de f relativamente a η se a
restrição de ξ a qualquer domı́nio de invertibilidade A é integrável com relação
a η e satisfaz

η(f(A)) =

∫
A

ξ dη. (4.6.2)

Note (Exerćıcio 4.4.22) que a definição não depende da escolha de {Uk : k ≥ 1}.

Exemplo 4.6.1. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, 2, . . . , d}N e seja µ
a medida de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade p = (p1, . . . , pd).
A restrição de σ a cada cilindro [0; a] é uma transformação invert́ıvel. Além
disso, dado qualquer cilindro [0; a, a1, . . . , an] ⊂ [0; a],

µ
(
σ([0; a, a1, . . . , an])

)
= pa1

· · · pan
=

1

pa
µ
(
[0; a, a1, . . . , an]

)
.

Deixamos ao cuidado do leitor deduzir que µ
(
σ(A)

)
= (1/pa)µ(A) para todo

conjunto mensurável A ⊂ [0; a]. Portanto, a função ξ((xn)n) = 1/px0 é um
jacobiano de σ relativamente a µ.

Dizemos que uma medida η é não singular com relação à transformação f se
a imagem de qualquer domı́nio de invertibilidade com medida nula também tem
medida nula: se η(A) = 0 então η(f(A)) = 0. Por exemplo, se f : U → U é um
difeomorfismo local num aberto de Rd e η é a medida de Lebesgue, então η é não
singular. Para qualquer transformação localmente invert́ıvel, toda probabilidade
invariante é não singular com relação à restrição de f a algum subconjunto
invariante com medida total (Exerćıcio 4.4.29).

Segue imediatamente da definição (4.6.2) que se f admite jacobiano com
relação a uma medida η então essa medida é não singular. Vamos mostrar que
a rećıproca também é verdadeira:

Proposição 4.6.2. Seja f :M →M uma transformação localmente invert́ıvel
e seja η uma medida em M , não singular com relação a f . Então, existe algum
jacobiano de f com relação a η e ele é essencialmente único: dois jacobianos
quaisquer coincidem em η-quase todo ponto.
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Demonstração. Comecemos por provar a existência. Dada uma cobertura enu-
merável {Uk : k ≥ 1} deM por domı́nios de invertibilidade de f , defina P1 = U1

e Pk = Uk \ (U1 ∪ · · · ∪ Uk−1) para cada k > 1. Então, P = {Pk : k ≥ 1} é
uma partição deM formada por domı́nios de invertibilidade. Para cada Pk ∈ P,
represente por ηk a medida definida em Pk por ηk(A) = η(f(A)). Em outras pa-
lavras, ηk é a imagem por (f | Pk)

−1 da medida η restrita a f(Pk). A hipótese de
que η é não singular implica que cada ηk é absolutamente cont́ınua com relação
a η restrita a Pk:

η(A) = 0 ⇒ ηk(A) = η(f(A)) = 0

para todo conjunto mensurável A ⊂ Pk. Seja ξk = dηk/d(η | Pk) a derivada
de Radon-Nikodym (Teorema A.2.18). Então ξk é uma função definida em Pk,
integrável com relação a η e satisfazendo

η(f(A)) = ηk(A) =

∫
A

ξk dη (4.6.3)

para todo conjunto mensurável A ⊂ Pk. Considere a função ξ : M → [0,∞)
cuja restrição a cada Pk ∈ P está dada por ξk. Todo subconjunto de Uk pode ser
escrito como união disjunta de subconjuntos de P1, . . . , Pk. Aplicando (4.6.3) a
cada um desses subconjuntos e somando as respectivas igualdades, obtemos que

η(f(A)) =

∫
A

ξ dη para todo conjunto mensurável A ⊂ Uk e k ≥ 1.

Isto prova que ξ é um jacobiano de f relativamente a η.
Agora suponha que ξ e ζ são jacobianos de f relativamente a η e que existe

B ⊂ M com η(B) > 0 tal que ξ(x) ̸= ζ(x) para todo x ∈ B. A menos de
substituir B por um subconjunto adequado, e permutar os papéis de ξ e ζ se
necessário, podemos supor que ξ(x) < ζ(x) para todo x ∈ B. De modo similar,
podemos supor que B está contido em algum Uk. Então,

η(f(B)) =

∫
B

ξ dη <

∫
B

ζ dη = η(f(B)).

Esta contradição prova que o jacobiano é essencialmente único.

A partir desta proposição, usaremos a notação Jηf para representar o (essen-
cialmente único) jacobiano de f com relação a η, quando exista. Por definição,
Jηf é integrável em cada domı́nio de invertibilidade. Se f é tal que o número
de pré-imagens de qualquer y ∈M é limitado então o jacobiano é (globalmente)
integrável: representando por ℓ o número máximo de pré-imagens,∫

Jηf dη =
∑
k

∫
Pk

Jηf dη =
∑
k

η(f(Pk)) ≤ ℓ,

já que cada ponto y ∈M pertence a não mais que ℓ imagens f(Pk).
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A seguinte observação será útil na sequência. Seja Z ⊂ M o conjunto dos
pontos onde o jacobiano Jηf se anula. Cobrindo Z com uma famı́lia enumerável
de domı́nios de invertibilidade e usando (4.6.2) vemos que f(Z) é um conjunto
mensurável e η(f(Z)) = 0. Em outras palavras, o conjunto dos pontos y ∈ M
tais que Jµf(x) > 0 para todo x ∈ f−1(y) tem medida total para η. Se a proba-
bilidade η é invariante por f , também segue que η(f−1(f(Z))) = η(f(Z)) = 0
e, consequentemente, η(Z) = 0.

O principal resultado desta seção é a seguinte fórmula para a entropia de
uma medida invariante:

Teorema 4.6.3 (fórmula de Rokhlin). Seja f : M → M uma transformação
localmente invert́ıvel e seja µ uma probabilidade invariante por f . Suponha que
existe alguma partição P com entropia finita tal que ∪nPn gera a σ-álgebra de
M e todo P ∈ P é domı́nio de invertibilidade de f . Então hµ(f) =

∫
log Jµf dµ.

Demonstração. Consideremos a sequência de partições Qn = ∨n
j=1f

−j(P). Pelo
Corolário 4.2.5 e pelo Lema 4.1.12,

hµ(f) = hµ(f,P) = lim
n
Hµ(P/Qn). (4.6.4)

Por definição (como anteriormente, ϕ(x) = −x log x)

Hµ(P/Qn) =
∑
P∈P

∑
Qn∈Qn

−µ(P ∩Qn) log
µ(P ∩Qn)

µ(Qn)

=
∑
P∈P

∑
Qn∈Qn

µ(Qn)ϕ
(µ(P ∩Qn)

µ(Qn)

)
.

(4.6.5)

Seja en(ψ, x) a esperança condicional de uma função ψ relativamente à partição
Qn e seja e(ψ, x) o seu limite quando n vai para infinito. É claro da definição
que

µ(P ∩Qn)

µ(Qn)
= en(XP , x) para todo x ∈ Qn e todo Qn ∈ Qn.

Portanto,∑
P∈P

∑
Qn∈Qn

µ(Qn)ϕ
(µ(P ∩Qn)

µ(Qn)

)
=

∑
P∈P

∫
ϕ(en(XP , x)) dµ(x). (4.6.6)

O limite e(XP , x) = limn en(XP , x) existe para µ-quase todo x. Então, ob-
servando que a função ϕ é limitada, podemos usar o teorema da convergência
dominada para deduzir das relações (4.6.4) – (4.6.6) que

hµ(f) =
∑
P∈P

∫
ϕ(e(XP , x)) dµ(x). (4.6.7)

Resta relacionar o integrando do lado direito com o jacobiano. Isso será feito por
meio do Lema 4.6.5. Comecemos por provar as seguintes fórmulas de mudança
de variáveis:



4.6. JACOBIANOS E FÓRMULA DE ROKHLIN 107

Lema 4.6.4. Para qualquer probabilidade η em M não singular com relação a
f e qualquer domı́nio de invertibilidade A ⊂M de f :

(a)
∫
f(A)

φdη =
∫
A
(φ ◦ f)Jηf dη para toda função mensurável φ : f(A) → R

tal que as integrais estão definidas (podendo ser ±∞).

(b)
∫
A
ψ dη =

∫
f(A)

(ψ/Jηf) ◦ (f | A)−1 dη para qualquer função mensurável

ψ : A→ R tal que as integrais estão definidas (podendo ser ±∞).

Demonstração. A definição (4.6.2) dá que a fórmula no item (a) vale para a
função caracteŕıstica φ = Xf(A), qualquer que seja A. Segue que ela vale para
a função caracteŕıstica de qualquer subconjunto de f(A), uma vez que ele pode
ser escrito como f(B) para algum domı́nio de invertibilidade B ⊂ A. Logo,
por linearidade, a igualdade se estende para toda função simples definida em
f(A). Usando o teorema da convergência monótona, conclúımos que ela vale
para qualquer função mensurável não negativa. Usando linearidade uma vez
mais, obtemos o caso geral do item (a).

Para deduzir o item (b), aplique o item (a) à função φ = (ψ/Jηf)◦(f | A)−1.
Note que esta função está bem definida em η-quase todo ponto pois, conforme
observamos anteriormente, Jηf(x) > 0 para todo x na pré-imagem de η-quase
todo y ∈M .

Lema 4.6.5. Para toda função mensurável limitada ψ : M → R e toda proba-
bilidade η invariante por f ,

e(ψ, x) = ψ̂(f(x)) para η-quase todo x, onde ψ̂(y) =
∑

z∈f−1(y)

ψ

Jηf
(z).

Demonstração. Lembre que Qn = ∨n
j=1f

−j(P). Também usaremos a sequência

de partições Pn = ∨n−1
j=0 f

−j(P). Observe que Qn(x) = f−1(Pn−1(f(x))) e
Pn(x) = P(x) ∩Qn(x) para todo n e todo x. Então,∫

Pn−1(f(x))

ψ̂ dη =
∑
P∈P

∫
f(P )∩Pn−1(f(x))

ψ

Jηf
◦ (f | P )−1 dη.

Usando a fórmula de mudança de variáveis dada no Lema 4.6.4(b), a expressão
do lado direito pode ser reescrita como∑

P∈P

∫
P∩Qn(x)

ψ(z) dη(z) =

∫
Qn(x)

ψ dη.

Portanto, ∫
Pn−1(f(x))

ψ̂ dη =

∫
Qn(x)

ψ dη. (4.6.8)

Seja e′n−1(ψ̂, x) a esperança condicional de ψ̂ relativamente à partição Pn−1 e

seja e′(ψ̂, x) o seu limite quando n vai para infinito. A hipótese de que η é
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invariante dá que η
(
Pn−1(f(x))

)
= η

(
Qn(x)

)
. Dividindo ambos os lados de

(4.6.8) por este número, obtemos que

e′n−1(ψ̂, f(x)) = en(ψ, x) para todo x e todo n > 1. (4.6.9)

Então, passando ao limite, e′(ψ̂, f(x)) = e(ψ, x) para η-quase todo x. Por outro

lado, a hipótese implica que e′(ψ̂, y) = ψ̂(y) para η-quase todo y ∈M .

Vamos aplicar este resultado a ψ = XP e η = µ. Como f é injetiva em todo
elemento de P, cada interseção P ∩ f−1(y) ou é vazia ou contém exatamente
um ponto. Portanto, segue do Lema 4.6.5 que e(XP , x) = X̂P (f(x)), com

X̂P (y) =

{
1/Jµf

(
(f | P )−1(y)

)
se y ∈ f(P )

0 se y /∈ f(P ).

Então, lembrando que a medida µ é invariante,∫
ϕ(e(XP , x)) dµ(x) =

∫
ϕ(X̂P (y)) dµ(y)

=

∫
f(P )

( 1

Jµf
log Jµf

)
◦ (f | P )−1 dµ =

∫
P

log Jµf dµ

(a última igualdade usa a igualdade (b) no Lema 4.6.4). Substituindo esta
expressão em (4.6.7), vem que

hµ(f) =
∑
P∈P

∫
P

log Jµf dµ =

∫
log Jµf dµ,

tal como afirmado no teorema.



Apêndice A

Elementos de Medida,
Topologia e Análise

Vamos recordar algumas noções e resultados básicos da Teoria da Medida, da
Topologia e da Análise Funcional que serão úteis ao longo de todo o livro.
Nossa intenção é proporcionar ao leitor uma fonte de referência rápida sobre
medida e integração para uma leitura autocontida do texto. O material nestes
apêndices não é totalmente sequencial: pode acontecer que uma noção mencio-
nada num apêndice esteja definida, ou discutida com mais profundidade, apenas
num apêndice subsequente (confira o ı́ndice remissivo).

De modo geral, omitiremos as demonstrações dos resultados apresentados.
No que se refere aos Apêndices A.1 e A.2, o leitor poderá consultar os livros
de Castro [Cas04], Fernandez [Fer02], Halmos [Hal50], Royden [Roy63] ou Ru-
din [Rud87].

A.1 Espaços de medida

Os espaços de medida constituem o ambiente natural para a definição da integral
de Lebesgue, que será o tema principal da próxima seção. Aqui apresentaremos,
de modo sucinto, os fundamentos da teoria desses espaços.

Começaremos por introduzir e estudar as noções de álgebra e σ-álgebra de
conjuntos, as quais conduzem ao conceito de espaço mensurável. A seguir, apre-
sentaremos o conceito de medida e analisaremos algumas de suas propriedades.
Em particular, mencionaremos alguns resultados sobre construção de medidas,
incluindo as medidas de Lebesgue em espaços euclideanos. A última subseção
é dedicada às aplicações mensuráveis, ou seja, as aplicações entre espaços men-
suráveis preservando a estrutura desses espaços.
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A.1.1 Espaços mensuráveis

Dado um subconjunto A ⊂ X denotaremos por Ac o complementar X \ A do
conjunto A em relação a X.

Definição A.1.1. Uma álgebra de X é uma famı́lia B de subconjuntos de X
que é fechada para as operações elementares de conjuntos e contém o conjunto
vazio, isto é, tal que

• ∅ ∈ B;

• A ∈ B implica Ac ∈ B;

• A ∈ B e B ∈ B implica A ∪B ∈ B.

Observe que A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c e A \ B = A ∩ Bc também estão em B,
quaisquer que sejam A,B ∈ B. Além disso, por associatividade, a união e a
interseção de qualquer número finito de elementos de B também estão em B.

Definição A.1.2. Uma álgebra diz-se uma σ-álgebra de subconjuntos de X se
também for fechada para as uniões enumeráveis:

• Aj ∈ B para j = 1, . . . , n, . . . implica

∞∪
j=1

Aj ∈ B.

Observe que uma σ-álgebra B também é fechada para as interseções enu-
meráveis: se Aj ∈ B para j = 1, . . . , n, . . . então ∩∞

j=1Aj =
(
∪∞
j=1 A

c
j

)c
também

está em B.

Definição A.1.3. Um espaço mensurável é uma dupla (X,B) onde X é um
conjunto e B é uma σ-álgebra de subconjuntos de X. Os elementos de B são
chamados conjuntos mensuráveis do espaço.

Em seguida apresentaremos algumas construções de σ-álgebras.

Exemplo A.1.4. Seja X um conjunto qualquer.

1. Denotemos por 2X a famı́lia de todos os subconjuntos deX. Então B = 2X

é claramente uma σ-álgebra.

2. B = {∅, X} é também uma σ-álgebra.

Note que se B é uma álgebra de X então {∅, X} ⊂ B ⊂ 2X . Portanto {∅, X} é
a menor e 2X é a maior de todas as álgebras de subconjuntos de X.

No enunciado a seguir, I é um conjunto qualquer; ele serve apenas para
indexar os elementos da famı́lia.

Proposição A.1.5. Considere uma famı́lia não vazia qualquer {Bi : i ∈ I} de
σ-álgebras. Então a interseção B = ∩i∈IBi é também uma σ-álgebra.
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Agora, dado um conjunto qualquer E de subconjuntos deX, podemos aplicar
a Proposição A.1.5 à famı́lia de todas as σ-álgebras que contêm E . Note que esta
famı́lia é não vazia, uma vez que contém a σ-álgebra 2X , pelo menos. De acordo
com a observação anterior, a interseção de todas estas σ-álgebras é também uma
σ-álgebra, e é claro que contém E . Além disso, do modo como é constrúıda, ela
está contida em todas as σ-álgebras que contêm E . Portanto é a menor σ-álgebra
que contém E . Isto conduz à seguinte definição:

Definição A.1.6. A σ-álgebra gerada por uma famı́lia E de subconjuntos de
X é a menor σ-álgebra σ(E) que contém a famı́lia E , ou seja, é a interseção de
todas as σ-álgebras que contêm E .

Lembremos que um espaço topológico é uma dupla (X, τ) em que X é um
conjunto e τ é uma famı́lia de subconjuntos de X, contendo {∅, X} e fechada por
interseções finitas e por uniões quaisquer. Essa famı́lia τ é chamada topologia
e os seus elementos são chamados abertos de X. Neste livro consideraremos
apenas espaços topológicos de Hausdorff, ou seja, tais que, para qualquer par de
pontos distintos existe algum par de abertos disjuntos, cada um deles contendo
exatamente um dos pontos.

No contexto dos espaços topológicos é natural considerar a construção que
acabamos de descrever tomando E = τ . Isto nos conduz à seguinte noção:

Definição A.1.7. A σ-álgebra de Borel (ou σ-álgebra boreliana) de um espaço
topológico é a σ-álgebra σ(τ) gerada pela topologia τ , isto é, a menor σ-álgebra
que contém todos os subconjuntos abertos. Neste caso, os conjuntos mensuráveis
recebem o nome de borelianos.

Observe que os subconjuntos fechados de X, ou seja, os complementares dos
subconjuntos abertos, também pertencem à σ-álgebra de Borel.

Analogamente à Proposição A.1.5, a interseção de qualquer famı́lia não-vazia
{τi : i ∈ I} de topologias de um mesmo conjunto X é também uma topologia de
X. Logo, pelo mesmo argumento que foi usado anteriormente para σ-álgebras,
dada qualquer famı́lia E de subconjuntos de X existe uma topologia τ(E) que é
a menor topologia que contém E . Ela é chamada topologia gerada por E .

Exemplo A.1.8. Seja (X,B) um espaço mensurável. O limite superior de
uma sequência de conjuntos En ∈ B é o conjunto lim supnEn formado pelos
pontos x ∈ X tais que x ∈ En para infinitos valores de n. Analogamente, o
limite inferior da sequência é o conjunto lim infnEn dos pontos x ∈ X tais que
x ∈ En para todo valor de n suficientemente grande. Em outras palavras,

lim inf
n

En =
∪
n≥1

∩
m≥n

Em e lim sup
n

En =
∩
n≥1

∪
m≥n

Em.

Observe que lim infnEn ⊂ lim supnEn e que ambos estão em B.

Exemplo A.1.9. A reta estendida R̄ = [−∞,∞] é a união de R = (−∞,+∞)
com os pontos no infinito −∞ e +∞. Este espaço possui uma topologia natural,
gerada pelos intervalos [−∞, b) e (a,+∞], com a, b ∈ R. É fácil ver que, munida
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desta topologia, a reta estendida é homeomorfa a um intervalo compacto da reta:
por exemplo, a função arctan : R → (−π/2, π/2) se estende imediatamente a um
homeomorfismo (ou seja, uma bijeção cont́ınua cuja inversa também é cont́ınua)
entre R̄ e [−π/2, π/2]. Sempre consideramos na reta estendida a σ-álgebra de
Borel associada a essa topologia.

Claro que a reta R é um subespaço (tanto topológico quanto mensurável) da
reta estendida. Os borelianos da reta formam uma grande gama de subconjuntos
e poderia até pensar-se que todo subconjunto de R fosse boreliano. No entanto,
isso não é verdade: um contraexemplo será constrúıdo no Exerćıcio A.1.4.

A.1.2 Espaços de medida

Seja (X,B) um espaço mensurável. As seguintes noções têm um papel central
neste livro:

Definição A.1.10. Uma medida em (X,B) é uma função µ : B → [0,+∞] tal
que µ(∅) = 0 e

µ(

∞∪
j=1

Aj) =

∞∑
j=1

µ(Aj)

para qualquer famı́lia enumerável de conjuntos Aj ∈ B disjuntos dois-a-dois.
Esta última propriedade é chamada σ-aditividade. A tripla (X,B, µ) é chamada
espaço de medida. Quando vale µ(X) <∞ dizemos que µ é uma medida finita
e se µ(X) = 1 dizemos que µ é uma probabilidade. Neste último caso, (X,B, µ)
é um espaço de probabilidade.

Exemplo A.1.11. Seja X um conjunto e consideremos a σ-álgebra B = 2X .
Dado qualquer p ∈ X, consideremos a função δp : 2X → [0,+∞] definida por:

δp(A) =

{
1 se p ∈ A

0 se p /∈ A.

É fácil ver que δp é uma medida. Ela é usualmente designada medida de Dirac
no ponto p.

Definição A.1.12. Dizemos que uma medida µ é σ-finita se existe uma famı́lia
enumerável de subconjuntos A1, . . . , An, . . . de X tal que µ(Ai) <∞ para todo
i ∈ N e

X =

∞∪
i=1

Ai.

A segunda propriedade na definição de medida (Definição A.1.10) é chamada
σ-aditividade. Dizemos que uma função µ : B → [0,+∞] é finitamente aditiva
se

µ(

N∪
j=1

Aj) =

N∑
j=1

µ(Aj)
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para qualquer famı́lia finita A1, . . . , AN ∈ B de subconjuntos disjuntos dois-a-
dois. Note que se µ é σ-aditiva então ela também é finitamente aditiva e que se
µ é finitamente aditiva e não é constante igual a +∞ então µ(∅) = 0.

A principal ferramenta para construir medidas é o seguinte teorema:

Teorema A.1.13 (Extensão). Seja A uma álgebra de subconjuntos de X e seja
µ0 : A → [0,+∞] uma função σ-aditiva com µ0(X) < ∞. Então existe uma
única medida µ definida na σ-álgebra B gerada por A que é uma extensão de
µ0, ou seja, tal que µ(A) = µ0(A) para todo A ∈ A.

O Teorema A.1.13 ainda vale para medidas σ-finitas. Além disso, existe uma
versão dele para funções finitamente aditivas: se µ0 é finitamente aditiva então
ela admite extensão finitamente aditiva à σ-álgebra B. Porém, neste caso tal
extensão pode não ser única.

Em geral, ao tentarmos mostrar que uma função definida numa σ-álgebra
é uma medida, o mais dif́ıcil é verificar a σ-aditividade. O critério mais usado
para esse efeito é o seguinte:

Teorema A.1.14 (Continuidade no vazio). Seja A uma álgebra de subconjuntos
de X e seja µ : A → [0,+∞) uma função finitamente aditiva com µ(X) < ∞.
Então µ é σ-aditiva se, e somente se,

lim
n
µ
(
An

)
= 0 (A.1.1)

para toda sequência A1 ⊃ · · · ⊃ Aj ⊃ · · · de elementos de A com ∩∞
j=1Aj = ∅.

A prova deste teorema é proposta no Exerćıcio A.1.7. No Exerćıcio A.1.9
propomos algumas variações do enunciado.

Definição A.1.15. Dizemos que uma álgebra A é compacta se qualquer se-
quência decrescente A1 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · de elementos não vazios de A tem
interseção não vazia.

Lembre que um espaço topológicoK é compacto se toda cobertura aberta, ou
seja, toda famı́lia de abertos cuja união é todo oK, admite alguma subcobertura
finita, ou seja, alguma subfamı́lia finita cuja união ainda é todo o K. Dizemos
que um subconjunto K de um espaço topológico X é compacto se a topologia
de X restrita a K torna este último um espaço topológico compacto. Todo
subconjunto fechado de um espaço compacto é compacto. Na direção oposta, se
o espaço X é de Hausdorff então todo subconjunto compacto é fechado. Outro
fato importante é que a interseção ∩nKn de qualquer sequência decrescente
K1 ⊃ · · · ⊃ Kn ⊃ · · · de subconjuntos compactos é não vazia.

Exemplo A.1.16. Suponha que X é um espaço topológico de Hausdorff e todo
elemento de A é compacto. Segue imediatamente do que acabamos de dizer que
a álgebra A é compacta.

Segue do Teorema A.1.14 que se A é álgebra compacta então toda função
finitamente aditiva µ : A → [0,+∞) satisfazendo µ(X) <∞ é σ-aditiva.

Outro resultado relacionado, que será útil para o nosso estudo, é o teorema
das classes monótonas, que enunciaremos a seguir.
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Definição A.1.17. Dizemos que uma famı́lia não vazia C de subconjuntos de X
é uma classe monótona, se C contém X e é fechada para as uniões e interseções
enumeráveis monótonas, ou seja:

• dados subconjuntos A1 ⊂ A2 ⊂ · · · em C, então ∪n≥1An ∈ C e

• dados subconjuntos A1 ⊃ A2 ⊃ · · · em C, então ∩n≥1An ∈ C.

Claramente, as famı́lias {∅, X} e 2X são classes monótonas. Além disso, se
{Ci : i ∈ I} é uma famı́lia qualquer de classes monótonas, então ∩i∈ICi é uma
classe monótona. Portanto, dado um subconjunto A de 2X , podemos sempre
considerar a menor classe monótona que contém A.

Teorema A.1.18 (Classes monótonas). A menor classe monótona que contém
uma álgebra A coincide com a σ-álgebra σ(A) gerada por A.

Outro resultado importante sobre σ-álgebras, que nos será útil mais tarde,
afirma que todo elemento B da σ-álgebra gerada por uma álgebra é aproximado
por algum elemento A da álgebra, no sentido de que a medida da diferença
simétrica

A∆B = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B)

pode ser tão pequena quanto se queira:

Teorema A.1.19 (Aproximação). Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade e
seja A uma álgebra que gera a σ-álgebra B. Então para todo ε > 0 e todo B ∈ B
existe A ∈ A tal que µ(A∆B) < ε.

Definição A.1.20. Um espaço de medida diz-se completo se todo subconjunto
de um conjunto mensurável com medida nula também é mensurável.

É posśıvel transformar qualquer espaço de medida (X,B, µ) num espaço
completo, do seguinte modo. A famı́lia B̄ de todos os conjuntos A ⊂ X tais que
existem B1, B2 ∈ B com B1 ⊂ A ⊂ B2 e µ(B2 \ B1) = 0 é uma σ-álgebra que
contém B. Considere µ̄ : B̄ → [0,+∞] dada por µ̄(A) = µ(B1) = µ(B2), para
quaisquer B1, B2 ∈ B nessas condições. Esta função está bem definida e é uma
medida em B̄, cuja restrição a B coincide com µ. Por construção, (X, B̄, µ̄) é
um espaço de medida completo.

Dados subconjuntos U1 e U2 da σ-álgebra B, dizemos que U1 ⊂ U2 a menos
de medida nula se para todo B1 ∈ U1 existe B2 ∈ U2 tal que µ(B1∆B2) = 0.
Dizemos que U1 = U2 a menos de medida nula se U1 ⊂ U2 a menos de medida
nula e U2 ⊂ U1 a menos de medida nula. Dizemos que um conjunto U ⊂ B gera
a σ-álgebra B a menos de medida nula se a σ-álgebra gerada por U é igual a B
a menos de medida nula. Equivalentemente, U gera B a menos de medida nula
se o completamento (no sentido do parágrafo anterior) da σ-álgebra gerada por
U coincide com o completamento de B.

Por definição, uma medida toma valores em [0,∞]; sempre que for necessário
enfatizar esse fato falaremos de medida positiva. Mas também é posśıvel enfra-
quecer essa exigência e, de fato, tais generalizações são úteis no texto.
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Chamaremos medida com sinal num espaço mensurável (X,B) a toda função
σ-aditiva µ : B → [−∞,∞] tal que µ(∅) = 0. Mais precisamente, µ pode tomar
o valor −∞ ou o valor +∞, mas não ambos; esta última restrição é para evitar
a “indeterminação” ∞−∞ na condição de aditividade.

Teorema A.1.21 (Decomposição de Hahn). Se µ é medida com sinal então
existem conjuntos mensuráveis P,N ⊂ X tais que P ∪N = X e P ∩N = ∅ e

µ(E) ≥ 0 para todo E ⊂ P e µ(E) ≤ 0 para todo E ⊂ N.

Isto quer dizer que podemos escrever µ = µ+ − µ− onde µ+ e µ− são as
medidas (positivas) definidas por

µ+(E) = µ(E ∩ P ) e µ−(E) = −µ(E ∩N).

Em particular, a soma |µ| = µ+ +µ− também é uma medida; ela é chamada de
variação total da medida com sinal µ.

Se µ só toma valores em (−∞,∞) então dizemos que ela é uma medida com
sinal finita. Neste caso as medidas µ+ e µ− são finitas. O conjunto M(X) das
medidas com sinal finitas é um espaço vetorial real e a função ∥µ∥ = |µ|(X) é
uma norma completa neste espaço (veja o Exerćıcio A.1.10). Em outras pala-
vras, (M(X), ∥ · ||) é um espaço de Banach. Quando X é um espaço métrico
compacto, este espaço de Banach é isomorfo ao dual do espaço C0(X) das
funções reais cont́ınuas em X (teorema de Riesz-Markov).

Mais geralmente, chamaremos medida complexa num espaço mensurável
(X,B) a qualquer função σ-aditiva µ : B → C. Observe que µ(∅) é necessa-
riamente zero. É claro que podemos escrever µ = ℜµ + iℑµ, onde a parte real
ℜµ e a parte imaginária ℑµ são medidas com sinal finitas. A variação total de
µ é a medida finita definida por

|µ|(E) = sup
P

∑
P∈P

|µ(P )|,

onde o supremo é tomado sobre todas as partições finitas ou enumeráveis do
conjunto mensurável E em subconjuntos mensuráveis (esta definição coincide
com aquela que demos acima no caso particular em que µ é real). A função
∥µ∥ = |µ|(X) define uma norma no espaço vetorial das medidas complexas em
X, que ainda denotaremos por M(X), e esta norma é completa. Quando X
é um espaço métrico compacto, o espaço de Banach (M(X), ∥ · ∥) é isomorfo
ao dual do espaço C0(X) das funções complexas cont́ınuas em X (teorema de
Riesz-Markov)

A.1.3 Medida de Lebesgue

A medida de Lebesgue formaliza a noção de volume de subconjuntos do espaço
euclideano Rd. Ela é definida do seguinte modo.

Consideremos X = [0, 1] e seja A a famı́lia de todos os subconjuntos da
forma A = I1 ∪ · · · ∪ IN onde I1, . . . , IN são intervalos disjuntos dois-a-dois. É
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fácil ver que A é uma álgebra de subconjuntos de X. Além disso, temos uma
função m0 : A → [0, 1] definida nesta álgebra por

m0

(
I1 ∪ · · · ∪ IN

)
= |I1|+ · · ·+ |IN |,

onde |Ij | representa o comprimento de cada intervalo Ij . Note que m0(X) = 1.
No Exerćıcio A.1.8 propomos ao leitor mostrar que m0 é σ-aditiva.

Note que a σ-álgebra B gerada por A coincide com a σ-álgebra de Borel
de X, já que todo conjunto aberto pode ser escrito como união enumerável de
intervalos abertos disjuntos dois-a-dois. Então, pelo Teorema A.1.13, existe uma
única probabilidade m definida em B que é uma extensão de m0. Chamamos m
de medida de Lebesgue em [0, 1].

Mais geralmente, definimos medida de Lebesgue m no cubo X = [0, 1]d

de qualquer dimensão d ≥ 1 da seguinte maneira. Primeiramente, chamamos
retângulo em X qualquer subconjunto da forma R = I1 × · · · × Id onde os Ij
são intervalos, e definimos

m0(R) = |I1| × · · · × |Id|.

Em seguida, consideramos a álgebra A dos subconjuntos de [0, 1]d da forma
A = R1 ∪ · · · ∪ RN , onde R1, . . . , RN são retângulos disjuntos dois-a-dois, e
definimos

m0(A) = m0(R1) + · · ·+m0(RN )

para todo A nessa álgebra. A σ-álgebra gerada por A coincide com a σ-álgebra
de Borel de X. A medida de Lebesgue em X = [0, 1]d é a extensão de m0 a essa
σ-álgebra.

Para definir a medida de Lebesgue em todo o espaço euclidiano Rd, decom-
pomos esse espaço em cubos de lado unitário

Rd =
∪

k1∈Z

· · ·
∪

kd∈Z

[k1, k1 + 1)× · · · × [kd, kd + 1).

Cada cubo [k1, k1+1)×· · ·×[kd, kd+1) pode ser identificado com [0, 1)d por meio
da translação Tk1,...,kd

(x) = x − (k1, . . . , kd) que envia o ponto (k1, k2, . . . , kd)
na origem. Isso nos permite definir uma medida mk1,k2,...,kd

em C, dada por

mk1,k2,...,kd
(B) = m0

(
Tk1,...,kd

(B)
)

para todo o conjunto mensurável B ⊂ C. Finalmente, dado qualquer conjunto
mensurável B ⊂ Rd, definimos

m(B) =
∑
k1∈Z

· · ·
∑
kd∈Z

mk1,...,kd

(
B ∩ [k1, k1 + 1)× · · · × [kd, kd + 1)

)
.

Note que m não é uma medida finita, mas é uma medida σ-finita.

Exemplo A.1.22. Vale a pena lembrar uma construção alternativa clássica
da medida de Lebesgue. Para mais detalhes, veja o Caṕıtulo 2 do livro de
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Royden [Roy63]. Chamamos medida exterior de Lebesgue de qualquer conjunto
E ⊂ Rd ao número

m∗(E) = inf
{∑

k

m0(Rk) :

(Rk)k é cobertura enumerável de E por retângulos abertos
}
.

Esta função está definida para todo E ⊂ Rd, mas não é aditiva (embora seja enu-
meravelmente subaditiva). Dizemos que E é conjunto mensurável de Lebesgue
se

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) para todo A ⊂ Rd.

Todo retânguloR é conjunto mensurável de Lebesgue e satisfazm∗(R) = m0(R).
A famı́lia M de todos os conjuntos mensuráveis de Lebesgue é uma σ-álgebra e
a restrição de m∗ a M é uma medida (σ-aditiva). Pela observação anterior, M
contém todo conjunto de Borel de Rd. A restrição de m∗ à σ-álgebra de Borel
B de Rd coincide com a medida de Lebesgue em Rd.

De fato, M é o completamento da σ-álgebra de Borel relativamente à medida
de Lebesgue. Esta e outras propriedades estão contidas no Exerćıcio A.1.13.

Exemplo A.1.23. Seja ϕ : [0, 1] → R uma função cont́ınua e positiva. Dado
qualquer intervalo I, com extremos 0 ≤ a < b ≤ 1, defina

µϕ(I) =

∫ b

a

ϕ(x) dx (integral de Riemann).

Em seguida, estenda a definição de µϕ para a álgebra A das uniões finitas
A = I1 ∪ · · · ∪ Ik de intervalos disjuntos dois-a-dois, por meio da relação

µϕ(A) =

k∑
j=1

µϕ(Ij).

As propriedades básicas da integral de Riemann nos dizem que µϕ é finitamente
aditiva. Deixamos para o leitor a tarefa de mostrar que a medida µϕ é σ-aditiva
na álgebra formada pelas uniões finitas de intervalos (veja o Exerćıcio A.1.7).
Além disso, µϕ(∅) = 0 e µϕ([0, 1]) <∞ já que ϕ é cont́ınua e, portanto limitada.
Com o aux́ılio do Teorema A.1.13 podemos estender µϕ para toda σ-álgebra dos
borelianos de [0, 1].

Observe que a medida µϕ que acabamos de construir tem a seguinte propri-
edade especial: se um conjunto A ⊂ [0, 1] tem medida de Lebesgue zero então
µϕ(A) = 0. Essa propriedade chama-se continuidade absoluta (com respeito à
medida de Lebesgue) e é discutida com mais detalhe no Apêndice A.2.4.

Vamos agora exibir uma medida que, apesar de ser positiva em qualquer
aberto, não é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue:
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Exemplo A.1.24. Considere uma enumeração {r1, r2, . . . } do conjunto Q dos
números racionais. Defina µ por:

µ(A) =
∑
ri∈A

1

2i
.

Observe que a medida de qualquer aberto da reta é positiva, pois necessaria-
mente A contém algum ri. Apesar disso, a medida de Q é

µ(Q) =
∑
ri∈Q

1

2i
= 1.

Como Q tem medida de Lebesgue nula (por ser um conjunto enumerável), isto
mostra que µ não é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue.

Este exemplo nos motiva a introduzir a definição de suporte de uma medida
num espaço topológico (X, τ). Para isso, precisamos recordar alguns conceitos
básicos de Topologia.

Um subconjunto τ ′ da topologia τ é chamado base de abertos, ou base da
topologia, se para todo x ∈ X e todo aberto U contendo x existe U ′ ∈ τ ′ tal
que x ∈ U ′ ⊂ U . Dizemos que o espaço topológico admite base enumerável
de abertos se tal subconjunto τ ′ pode ser escolhido enumerável. Um conjunto
V ⊂ X é uma vizinhança de um ponto x ∈ X se existe algum aberto U tal que
x ∈ U ⊂ V . Reciprocamente, um subconjunto de X é aberto se, e somente se,
ele é vizinhança de cada um dos seus pontos. Uma famı́lia υ′ de subconjuntos
de X é uma base de vizinhanças de um ponto x ∈ X se para toda vizinhança
V existe algum V ′ ∈ υ′ tal que x ∈ V ′ ⊂ V . Dizemos que x admite base
enumerável de vizinhanças se υ′ pode ser escolhida enumerável. Se o espaço
topológico admite base enumerável de abertos então todo x ∈ X admite alguma
base enumerável de vizinhanças de x, a saber, a famı́lia dos elementos da base
enumerável de abertos que contêm x.

Definição A.1.25. Seja (X, τ) um espaço topológico e seja µ uma medida na
σ-álgebra de Borel de X. O suporte da medida µ é o conjunto suppµ formado
pelos pontos x ∈ X tais que µ(V ) > 0 para qualquer vizinhança V de x.

Segue imediatamente da definição que o suporte de uma medida é um con-
junto fechado. No Exemplo A.1.24 acima, o suporte da medida µ é a reta inteira,
apesar de que µ(Q) = 1.

Proposição A.1.26. Sejam X um espaço topológico com base enumerável de
abertos e µ uma medida não nula em X. Então, o suporte suppµ é não vazio.

Demonstração. Se suppµ é vazio, então para cada ponto x ∈ X podemos en-
contrar uma vizinhança aberta Vx tal que µ(Vx) = 0. Seja {Aj : j = 1, 2, . . . }
uma base enumerável da topologia de X. Então para cada x podemos escolher
i(x) ∈ N tal que x ∈ Ai(x) ⊂ Vx. Logo,

X =
∪
x∈X

Vx =
∪
x∈X

Ai(x)
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e portanto

µ(X) = µ
( ∪
x∈X

Ai(x)

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ai) = 0.

Isto é uma contradição e, portanto, suppµ não pode ser vazio.

A.1.4 Aplicações mensuráveis

Aplicações mensuráveis têm um papel em Teoria da Medida análogo ao das
aplicações cont́ınuas em Topologia: mensurabilidade corresponde à ideia de que
a aplicação preserva a famı́lia dos conjuntos mensuráveis, do mesmo modo que
continuidade significa que a famı́lia dos subconjuntos abertos é preservada pela
aplicação.

Definição A.1.27. Dados espaços mensuráveis (X,B) e (Y, C), dizemos que
uma aplicação f : X → Y é mensurável se f−1(C) ∈ B para todo C ∈ C.

Em geral, o conjunto dos C ∈ C tais que f−1(C) ∈ B é uma σ-álgebra. Logo,
para provar que f é mensurável basta mostrar que f−1(C0) ∈ B para todo C0

em algum famı́lia de conjuntos C0 ⊂ C que gera a σ-álgebra C. Veja também o
Exerćıcio A.1.1.

Exemplo A.1.28. Uma função f : X → [−∞,∞] é mensurável se, e somente
se, o conjunto f−1((c,+∞]) pertence a B para todo c ∈ R. Isto segue da ob-
servação anterior, uma vez que os intervalos (c,+∞] geram a σ-álgebra de Borel
da reta estendida (lembre do Exemplo A.1.9). Em particular, se a função f toma
valores em (−∞,+∞) então ela é mensurável se, e somente se, f−1((c,+∞))
pertence a B para todo c ∈ R.

Exemplo A.1.29. Se X é um espaço topológico e B é a sua σ-álgebra de Borel,
então toda função cont́ınua f : X → R é mensurável. De fato, continuidade sig-
nifica que a pré-imagem de qualquer aberto de R é um aberto de X e, portanto,
está em B. Como os abertos geram a σ-álgebra de Borel de R, segue que a
pré-imagem de qualquer boreliano da reta também está em B.

Exemplo A.1.30. Dado um conjunto B ⊂ X definimos a função caracteŕıstica
XB : X → R de B por:

XB(x) =

{
1, se x ∈ B;
0, caso contrário.

Observe que a função XB é mensurável se, e somente se, B é um subconjunto
mensurável: de fato, X−1

B (A) ∈ {∅, B,X \B,X} para qualquer A ⊂ R.

Entre as propriedades básicas das funções mensuráveis temos:

Proposição A.1.31. Sejam f, g : X → [−∞,+∞] funções mensuráveis e se-
jam a, b ∈ R. Então também são mensuráveis as seguintes funções:

(af + bg)(x) = af(x) + bg(x) e (f · g)(x) = f(x) · g(x).
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Além disso, se fn : X → [−∞,+∞] é uma sequência de funções mensuráveis,
também são mensuráveis as seguintes funções:

s(x) = sup{fn(x) : n ≥ 1} e i(x) = inf{fn(x) : n ≥ 1},

f∗(x) = lim sup
n

fn(x) e f∗(x) = lim inf
n

fn(x).

Em particular, se f(x) = lim fn(x) existe então f é mensurável.

As combinações lineares de funções caracteŕısticas formam uma classe im-
portante de funções mensuráveis:

Definição A.1.32. Dizemos que uma função s : X → R é simples se existem
constantes α1, . . . , αk ∈ R e conjuntos mensuráveis A1, . . . , Ak ∈ B disjuntos
dois-a-dois tais que

s =

k∑
j=1

αjXAj
, (A.1.2)

onde XA é a função caracteŕıstica do conjunto A.

Note que toda função simples é mensurável. Na direção rećıproca, o próximo
resultado afirma que toda função mensurável é limite de alguma sequência de
funções simples. Este fato será muito útil na próxima seção, quando definirmos
a integral de Lebesgue.

Proposição A.1.33. Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então
existe uma sequência (sn)n de funções simples tal que |sn(x)| ≤ |f(x)| para todo
n e

lim
n
sn(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Se f é limitada, a sequência pode ser escolhida tal que a convergência seja
uniforme. Se f é não negativa, podemos tomar 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f .

A demonstração desta proposição está proposta ao leitor no Exerćıcio A.1.16.

A.1.5 Exerćıcios

A.1.1. Seja X um conjunto e (Y, C) um espaço mensurável. Mostre que, dada
qualquer transformação f : X → Y , existe alguma σ-álgebra B em X tal que a
transformação é mensurável relativamente às σ-álgebras B e C.

A.1.2. Seja X um conjunto e considere a famı́lia de subconjuntos

B0 = {A ⊂ X : A é finito ou Ac é finito}.

Mostre que B0 é uma álgebra e que B0 é uma σ-álgebra se, e somente se, o
conjunto X é finito. Mostre também que, em geral,

B1 = {A ⊂ X : A é finito ou enumerável ou Ac é finito ou enumerável}

é a σ-álgebra gerada pela álgebra B0.
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A.1.3. Prove a Proposição A.1.5.

A.1.4. O objetivo deste exerćıcio é exibir um subconjunto da reta que não
é boreliano. Seja α um número irracional qualquer. Defina em R a seguinte
relação: x ∼ y ⇔ existem m,n ∈ Z tais que x − y = m + nα. Verifique que
∼ é uma relação de equivalência e toda classe de equivalência intersecta [0, 1).
Seja E0 um subconjunto de [0, 1) contendo exatamente um elemento de cada
classe de equivalência (a existência de tal conjunto é consequência do axioma
da escolha). Mostre que E0 não é boreliano.

A.1.5. Seja (X,B, µ) um espaço de medida. Mostre que se A1,A2, . . . estão em
B então

µ(

∞∪
j=1

Aj) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

A.1.6 (Lema de Borel-Cantelli). Seja (En)n uma famı́lia enumerável de con-
juntos mensuráveis. Seja F o conjunto dos pontos que pertencem a En para
infinitos valores de n, ou seja, F = lim supnEn = ∩∞

k=1 ∪∞
n=k En. Mostre que se∑

n µ(En) <∞ então µ(F ) = 0.

A.1.7. Demonstre o Teorema A.1.14.

A.1.8. Seja A a coleção dos subconjuntos de X = [0, 1] que se escrevem como
união finita de intervalos disjuntos. Verifique que A é uma álgebra de subcon-
juntos de X. Seja m0 : A → [0, 1] a função definida nesta álgebra por

m0

(
I1 ∪ · · · ∪ IN

)
= |I1|+ · · ·+ |IN |,

onde |Ij | representa o comprimento de Ij . Mostre que m0 é σ-aditiva.

A.1.9. Seja B uma álgebra de subconjuntos de X e seja µ : B → [0,+∞) uma
função finitamente aditiva com µ(X) < ∞. Mostre que µ é σ-aditiva se, e
somente se, vale qualquer uma das condições abaixo:

1. limn µ(An) = µ(∩∞
j=1Aj) para toda sequência A1 ⊃ · · · ⊃ Aj ⊃ · · · de

elementos de B;

2. limn µ(An) = µ(∪∞
j=1Aj) para toda sequência A1 ⊂ · · · ⊂ Aj ⊂ · · · de

elementos de B.

A.1.10. Mostre que ∥µ∥ = |µ|(X) define uma norma completa no espaço veto-
rial das medidas com sinal finitas num espaço mensurável (X,B).

A.1.11. Seja X = {1, . . . , d} um conjunto finito, munido da topologia discreta,
e seja M = XI onde I = N ou I = Z.

(a) Verifique que a igualdade (A.2.7) define uma distância em M e que a
topologia que ela define coincide com a topologia produto emM . Descreva
as bolas abertas e as bolas fechadas num ponto x ∈ XI .
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(b) Mostre, sem usar o teorema de Tychonoff, que (M,d) é um espaço com-
pacto.

(c) Seja A a álgebra gerada pelos cilindros elementares de M . Mostre que
toda função aditiva µ : A → [0, 1] com µ(M) = 1 se estende a uma
medida (σ-aditiva) de probabilidade na σ-álgebra boreliana de M .

A.1.12. Seja K ⊂ [0, 1] o conjunto de Cantor, isto é, K = ∩∞
n=0Kn onde

K0 = [0, 1] e cada Kn é o conjunto obtido quando retiramos de cada compo-
nente conexa C de Kn−1 o intervalo aberto cujo comprimento é um terço do
comprimento de C e cujo centro coincide com o centro de C. Mostre que K tem
medida de Lebesgue igual a zero.

A.1.13. Dado um conjunto E ⊂ Rd, mostre que as seguintes condições são
equivalentes:

(a) E é um subconjunto mensurável de Lebesgue.

(b) E está no completamento da σ-álgebra de Borel relativamente à medida
de Lebesgue, ou seja, existem conjuntos borelianos B1, B2 ⊂ Rd tais que
B1 ⊂ E ⊂ B2 e m(B2 \B1) = 0.

(c) (Aproximação por cima por abertos) Para todo ε > 0 podemos encontrar
um aberto A com E ⊂ A e m∗(A \ E) < ε.

(d) (Aproximação por baixo por fechados) Para todo ε > 0 podemos encontrar
um fechado F com F ⊂ E e m∗(E \ F ) < ε.

A.1.14. Prove a Proposição A.1.31.

A.1.15. Seja gn : M → R, n ≥ 1 uma sequência de funções mensuráveis tais
que f(x) =

∑∞
n=1 gn(x) converge em todo ponto. Mostre que a soma f é uma

função mensurável.

A.1.16. Prove a Proposição A.1.33.

A.1.17. Seja f : X → X uma transformação mensurável e seja ν uma medida
em X. Defina (f∗ν)(A) = ν(f−1(A)). Mostre que f∗ν é uma medida e note que
ela é finita se, e somente se, ν é finita.

A.1.18. Seja ω5 : [0, 1] → [0, 1] a função que associa a cada número x ∈ [0, 1]
a frequência superior de d́ıgitos iguais 5 na expansão de x na base 10. Isto é,
escrevendo x = 0, a0a1a2 . . . ... com ai ̸= 9 para infinitos valores de i,

ω5(x) = lim sup
n

1

n
#{0 ≤ j ≤ n− 1 : aj = 5}.

Prove que a função ω5 é mensurável.
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A.2 Integração em espaços de medida

Nesta seção definiremos a integral de Lebesgue de uma função em relação a
uma medida. Ela generaliza a noção de integral de Riemann que é normalmente
apresentada nos cursos de Cálculo ou em cursos introdutórios de Análise.

A motivação para fazermos esta generalização é que a integral de Riemann
não está definida para muitas funções úteis, por exemplo, para funções carac-
teŕısticas de conjuntos mensuráveis em geral (veja o Exemplo A.2.5 abaixo). Já
a integral de Lebesgue faz sentido em toda a classe das funções mensuráveis, a
qual, como vimos na Proposição A.1.31, é fechada para as principais operações
da Análise.

Ainda nesta seção, enunciaremos alguns resultados importantes sobre o com-
portamento da integral relativamente à passagem ao limite de sequências. Tam-
bém descreveremos a construção de medidas produto, tanto para famı́lias finitas
quanto para famı́lias enumeráveis de medidas. Ao final, discutiremos os concei-
tos correlatos de continuidade absoluta e de derivação de Lebesgue.

A.2.1 Integral de Lebesgue

Ao longo desta seção (X,B, µ) será sempre um espaço de medida. Vamos definir
a noção de integral de Lebesgue por etapas. O primeiro passo trata da integral
de uma função simples:

Definição A.2.1. Seja s =
∑k

j=1 αjXAj
uma função simples. Então a integral

de s em relação à medida µ é dada por:∫
s dµ =

k∑
j=1

αjµ(Aj).

É fácil verificar que esta definição é coerente: se duas combinações lineares de
funções caracteŕısticas definem uma mesma função então os valores das integrais
obtidos a partir das duas combinações coincidem (Exerćıcio A.2.1).

O próximo passo é definir integral de uma função mensurável não negativa.
A ideia é definir a integral da função como sendo o limite das integrais de funções
simples que a aproximam, utilizando a Proposição A.1.33:

Definição A.2.2. Seja f : X → [0,∞] uma função mensurável não negativa.
Então ∫

fdµ = lim
n

∫
sndµ,

onde s1 ≤ s2 ≤ . . . é uma sequência não decrescente de funções simples tal que
limn sn(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Não é dif́ıcil verificar (Exerćıcio A.2.2) que esta definição é coerente: o valor
da integral não depende da escolha da sequência de funções simples crescendo
para f .
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Agora, para estender a definição de integral a qualquer função mensurável,
observemos que dada uma função f : X → [−∞,+∞] sempre podemos escrever
f = f+ − f− com

f+(x) = max{f(x), 0} e f−(x) = max{−f(x), 0}.

É claro que as funções f+ e f− são não negativas. Além disso, pela Proposi-
ção A.1.31, elas são mensuráveis se f é mensurável.

Definição A.2.3. Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então,∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ,

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita (valem as
convenções usuais (+∞)− a = +∞ e a− (+∞) = −∞ para todo a ∈ R).

Definição A.2.4. Dizemos que uma função f : X → [−∞,+∞] é integrável se
for mensurável e a sua integral for um número real. Denotamos o conjunto das
funções integráveis por L1(X,B, µ) ou, mais simplesmente, por L1(µ).

Dada uma função mensurável f : X → [−∞,∞] e um conjunto mensurável
E definimos a integral de f sobre E por∫

E

fdµ =

∫
fXE dµ,

onde XE é a função caracteŕıstica do conjunto E.

Exemplo A.2.5. Considere X = [0, 1] munido da medida de Lebesgue m. Seja
f = XB , onde B é o subconjunto dos números racionais. Então m(B) = 0 e
portanto, usando a Definição A.2.2, a integral de Lebesgue de f é igual a zero.
Por outro lado, um cálculo direto mostra que toda soma de Riemann inferior de
f é igual a 0 mas toda soma de Riemann superior de f é igual a 1. Portanto,
a integral de Riemann de f não está definida. Outra forma de chegar a esta
mesma conclusão é utilizando o fato conhecido de que a integral de Riemann da
função caracteŕıstica de um conjunto mensurável está definida se, e somente se,
a sua fronteira tem medida nula. Note que no caso presente a fronteira de B é
todo o [0, 1] e, portanto, tem medida positiva.

Exemplo A.2.6. Sejam x1, . . . , xm ∈ X e p1, . . . , pm > 0 com p1+· · ·+pm = 1.
Consideremos a medida de probabilidade µ definida em 2X por

µ =

m∑
i=1

piδxi onde δxi é a medida delta de Dirac em xi.

Em outras palavras µ(A) =
∑

xi∈A pi para todo subconjunto A de X. Então,
para qualquer função f : X → [−∞,+∞],∫

f dµ =

m∑
i=1

pif(xi).
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Proposição A.2.7. O conjunto L1(µ) das funções reais integráveis é um espaço
vetorial real. Além disso, a aplicação I : L1(µ) → R dada por I(f) =

∫
f dµ é

um funcional linear positivo, ou seja:

(1)
∫
af + bg dµ = a

∫
f dµ+ b

∫
g dµ e

(2)
∫
f dµ ≥

∫
g dµ se f(x) ≥ g(x) para todo x.

Em particular, |
∫
f dµ| ≤

∫
|f | dµ se |f | ∈ L1(µ). Além disso, |f | ∈ L1(µ) se, e

somente se, f ∈ L1(µ).

A noção de integral pode ser estendida a uma classe ainda mais ampla de
funções, de duas maneiras diferentes. Por um lado, podemos considerar funções
mensuráveis complexas f : X → C. Nesse caso, dizemos que f é integrável se, e
somente se, a parte real ℜf e a parte imaginária ℑf forem integráveis. Então,
por definição, ∫

f dµ =

∫
ℜf dµ+ i

∫
ℑf dµ.

Por outro lado, podemos considerar funções que não são necessariamente men-
suráveis mas que coincidem com alguma função mensurável num subconjunto
do domı́nio com medida total. Para explicar isto precisamos da seguinte noção,
que será utilizada frequentemente ao longo do texto:

Definição A.2.8. Dizemos que uma propriedade é válida em µ-quase todo
ponto se é válida em todo o X exceto, possivelmente, num conjunto de medida
nula.

Por exemplo, dizemos que uma sequência de funções (fn)n converge para
uma função em µ-quase todo ponto se existe um conjunto mensurável N com
µ(N) = 0 tal que f(x) = limn fn(x) para todo x ∈ X \ N . Analogamente,
dizemos que duas funções f e g são iguais em µ-quase todo ponto se existe um
conjunto mensurável N com µ(N) = 0 tal que f(x) = g(x) para todo x ∈ X \N .
Neste caso, supondo que as funções sejam integráveis, as suas integrais coincidem∫

f dµ =

∫
g dµ se f = g em µ-quase todo ponto.

Esta observação permite definir integral para qualquer função f , possivelmente
não mensurável, que é igual em µ-quase todo ponto a uma função mensurável
g: basta tomar

∫
f dµ =

∫
g dµ.

Vamos encerrar esta seção observando que a noção de integral também pode
ser estendida para medidas com sinal e para medidas complexas, do seguinte
modo. Dada uma medida com sinal µ, considere a respectiva decomposição de
Hahn µ = µ+ − µ−. Dizemos que uma função ϕ é integrável para µ se ela é
integrável para µ+ e para µ−. Então definimos:∫

ϕdµ =

∫
ϕdµ+ −

∫
ϕdµ−.
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De modo similar, dada uma medida complexa µ, dizemos que uma função ϕ é
integrável para µ se ela é integrável para a parte real ℜµ e a parte imaginária
ℑµ e, nesse caso, definimos∫

ϕdµ =

∫
ϕdℜµ+ i

∫
ϕdℑµ.

A.2.2 Teoremas de convergência

Nesta seção mencionamos três resultados muito importantes para o estudo da
convergência de funções sob o sinal de integral. O primeiro deles lida com
sequências monótonas de funções:

Teorema A.2.9 (Convergência monótona). Seja fn : X → [−∞,+∞] uma
sequência não-decrescente de funções mensuráveis não negativas e seja f : X →
[−∞,+∞] a função definida por f(x) = limn fn(x). Então

lim
n

∫
fn dµ =

∫
f(x) dµ.

O próximo resultado vale para sequências mais gerais, não necessariamente
monótonas:

Teorema A.2.10 (Lema de Fatou). Seja fn : X → [0,+∞] uma sequência
de funções mensuráveis não negativas. Então, a função f : X → [−∞,+∞]
definida por f(x) = lim infn fn(x) é integrável e vale∫

lim inf
n

fn(x) dµ ≤ lim inf
n

∫
fn dµ.

O mais poderoso dos resultados nesta seção é o teorema da convergência
dominada, que garante que podemos tomar o limite sob o sinal da integral
sempre que a sequência de funções é majorada por alguma função integrável:

Teorema A.2.11 (Convergência dominada). Seja fn : X → R uma sequência
de funções mensuráveis e suponha que existe uma função integrável g tal que
|fn(x)| ≤ |g(x)| para µ-quase todo x em X. Suponha também que a sequência
(fn)n converge em µ-quase todo ponto para uma função f : X → R. Então f é
integrável e vale:

lim
n

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

A.2.3 Produto de medidas

Sejam (Xj ,Aj , µj), j = 1, . . . , n espaços de medida finita, isto é, tais que

µj(Xj) <∞. É posśıvel tornar o produto cartesiano X1 × · · · ×Xn um espaço
de medida, da seguinte forma. Considere em X1 × · · · ×Xn a σ-álgebra gerada
pela famı́lia de todos os conjuntos da forma A1 × · · · ×An com Aj ∈ Aj . Ela é
chamada σ-álgebra produto e é representada por A1 ⊗ · · · ⊗ An.
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Teorema A.2.12. Existe uma única medida µ em (X1×· · ·×Xn,A1⊗· · ·⊗An)
tal que µ(A1×· · ·×An) = µ1(A1) · · ·µn(An) para todo A1 ∈ A1, . . . , An ∈ An.
Em particular, µ é uma medida finita.

A demonstração deste resultado (veja o Teorema 35.B do livro de Hal-
mos [Hal50]) combina o teorema da extensão (Teorema A.1.13) com o teorema
da convergência monótona (Teorema A.2.9). A medida µ no enunciado é repre-
sentada por µ1 × · · · × µn e é chamada produto das medidas µ1, . . . , µn. Desta
forma, fica definido o espaço de medida produto

(X1 × · · · ×Xn,A1 ⊗ · · · ⊗ An, µ1 × · · · × µn).

O Teorema A.2.12 permanece válido quando as medidas µj são apenas σ-finitas,
exceto que neste caso a medida produto µ é apenas σ-finita.

Agora vamos descrever a construção do produto de uma famı́lia enumerável
de espaços de medida. Na verdade, para isso nos restringiremos ao caso de
probabilidades. Sejam (Xj ,Bj , µj), j ∈ I espaços de medida com µj(Xj) = 1
para todo j ∈ I. O conjunto de ı́ndices tanto pode ser I = N como I = Z.
Consideremos o produto cartesiano

Σ =
∏
j∈I

Xj = {(xj)j∈I : xj ∈ Xj}. (A.2.1)

Chamamos cilindros de Σ os subconjuntos da forma

[m;Am, . . . , An] = {(xj)j∈I : xj ∈ Aj para m ≤ j ≤ n} (A.2.2)

onde m ∈ I e n ≥ m e Aj ∈ Bj para m ≤ j ≤ n. Note que o próprio X é um
cilindro, por exemplo, X = [1;X1]. Por definição, a σ-álgebra produto em Σ é
a σ-álgebra B gerada pela famı́lia de todos os cilindros. A famı́lia A das uniões
finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois é uma álgebra e ela gera a σ-álgebra B.

Teorema A.2.13. Existe uma única medida µ em (Σ,B) tal que

µ([m;Am, . . . , An]) = µm(Am) · · ·µn(An) (A.2.3)

para qualquer cilindro [m;Am, . . . , An]. Em particular, µ é uma probabilidade.

A prova deste teorema (veja o Teorema 38.B do livro de Halmos [Hal50])
usa o teorema de extensão (Teorema A.1.13) e o teorema da continuidade no
vazio (Teorema A.1.14). A probabilidade µ é chamada medida produto e é
representada por

∏
j∈I µj . O espaço de probabilidade (Σ,B, µ) constrúıdo desta

forma é denominado espaço produto dos espaços (Xj ,Bj , µj), j ∈ I.
Um caso particular importante é quando os espaços (Xi,Bi, µi) são todos

iguais a um dado (X, C, ν). Estes espaços podem ser usados para modelar
sequências de experimentos aleatórios idênticos em que o resultado de cada
experimento é independente dos demais. Supõe-se que cada experimento toma
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valores no conjunto X, com distribuição de probabilidade igual a ν. Neste con-
texto, a medida µ = νI costuma ser chamada medida de Bernoulli definida por
ν. A propriedade (A.2.3) corresponde à igualdade

µ([m;Am, . . . , An]) =

n∏
j=m

ν(Aj), (A.2.4)

a qual pode ser lida nos seguintes termos: a probabilidade de todo evento com-
posto {xm ∈ Am, . . . , xn ∈ An} é igual ao produto das probabilidades dos
eventos individuais xi ∈ Ai. Portanto, (A.2.4) traduz realmente a ideia de que
os sucessivos experimentos são independentes.

Temos interesse especial no caso em que X é um conjunto finito, munido da
σ-álgebra C = 2X , formada por todos os subconjuntos de X. Neste caso, é útil
considerar os cilindros elementares

[m; am, . . . , an] = {(xj)j∈I ∈ X : xm = am, . . . , xn = an}, (A.2.5)

correspondentes a conjuntos Aj formados por um único ponto aj . Observe
que todo cilindro é uma união finita de cilindros elementares disjuntos dois-a-
dois. Portanto, a σ-álgebra gerada pelos cilindros elementares coincide com a
σ-álgebra gerada por todos os cilindros, e o mesmo vale para a álgebra gerada.
Além disso, a relação (A.2.4) pode ser escrita

µ([m; am, . . . , an]) = pam
· · · pan

onde pa = ν({a}) para a ∈ X. (A.2.6)

Considere o conjunto finito X munido da topologia discreta. A topologia
produto em Σ = XI coincide com a topologia gerada pelos cilindros elementares.
Além disso (veja o Exerćıcio A.1.11), ela coincide com a topologia associada à
distância definida por

d
(
(xi)i∈I , (yi)i∈I

)
= θN , (A.2.7)

onde θ ∈ (0, 1) está fixado e N = N((xi)i∈I , (yi)i∈I) ≥ 0 é o maior número
inteiro tal que xi = yi para todo i ∈ I com |i| < N .

A.2.4 Derivação de medidas

Seja m a medida de Lebesgue em Rd. Dado um subconjunto mensurável A
de Rd, dizemos que um ponto a ∈ Rd é um ponto de densidade de A se este
conjunto preenche a maior parte de qualquer pequena vizinhança de a, isto é,

lim
δ→0

m(B(a, δ) ∩A)
m(B(a, δ))

= 1. (A.2.8)

Teorema A.2.14. Seja A um subconjunto mensurável de Rd com medida de
Lebesgue m(A) maior que zero. Então m-quase todo ponto a ∈ A é ponto de
densidade de A.
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No Exerćıcio A.2.11 sugerimos uma demonstração deste resultado. Ele pode
também ser obtido como consequência direta do teorema que vamos enunciar
a seguir. Dizemos que uma função f : Rd → R é localmente integrável se o
produto fXK é integrável para todo compacto K ⊂ Rd.

Teorema A.2.15 (Derivação de Lebesgue). Seja X = Rd, B a σ-álgebra de
Borel e m a medida de Lebesgue em Rd. Seja f : X → R uma função localmente
integrável. Então

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)|dm = 0 em m-quase todo ponto.

Em particular,

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dm = f(x) em m-quase todo o ponto.

O ingrediente fundamental na demonstração destes resultados é o seguinte
fato geométrico:

Teorema A.2.16 (Lema de Vitali). Seja m a medida de Lebesgue em Rd e
suponha que para cada x ∈ Rd é dada uma sequência (Bn(x))n de bolas centradas
em x com raio convergindo para zero. Seja A ⊂ Rd um conjunto mensurável
com m(A) > 0. Então, para cada ε > 0 existem sequências (xj)j em Rd e (nj)j
em N tais que

1. as bolas Bnj
(xj) são disjuntas duas-a-duas;

2. m
(
∪j Bnj

(xj) \A
)
< ε e m

(
A \ ∪jBnj

(xj)
)
= 0.

O teorema ainda é válido se, no lugar de bolas, tomarmos para (Bn(x))n
qualquer sequência de conjuntos satisfazendo ∩nBn(x) = {x} e

sup
x,n

sup{d(x, y) : y ∈ Bn(x)}
inf{d(x, z) : z /∈ Bn(x)}

<∞.

O conjunto das medidas definidas num mesmo espaço mensurável possui a
seguinte relação de ordem parcial:

Definição A.2.17. Sejam µ e ν duas medidas num mesmo espaço mensurável
(X,B).

Dizemos que ν é absolutamente cont́ınua em relação a µ se todo conjunto
mensurável E que satisfaz µ(E) = 0 também satisfaz ν(E) = 0. Nesse caso
escrevemos ν ≪ µ.

Dizemos que µ e ν são equivalentes, e escrevemos µ ∼ ν, se cada uma delas for
absolutamente cont́ınua em relação à outra. Em outras palavras, duas medidas
são equivalentes se elas têm os mesmos conjuntos com medida nula.

Outro resultado importante, conhecido por teorema de Radon-Nikodym,
afirma que se ν ≪ µ então a medida ν pode ser vista como o produto de µ
por uma certa função mensurável ρ:
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Teorema A.2.18 (Radon-Nikodym). Se µ e ν são medidas finitas tais que
ν ≪ µ então existe uma função mensurável ρ : X → [0,+∞] tal que ν = ρµ, ou
seja, tal que∫

ϕdν =

∫
ϕρ dµ para toda função mensurável limitada ϕ : X → R.

(A.2.9)
Em particular, ν(E) =

∫
E
ρ dµ para todo conjunto mensurável E ⊂ X. Além

disso, ρ é essencialmente única: duas quaisquer funções que satisfazem (A.2.9)
são iguais em µ-quase todo ponto.

Chamamos ρ de densidade, ou derivada de Radon-Nikodym, de ν relativa-
mente a µ e escrevemos

ρ =
dν

dµ
.

Definição A.2.19. Sejam µ e ν duas medidas num espaço mensurável (X,B).
Dizemos que µ e ν são mutuamente singulares se existem conjuntos mensuráveis
disjuntos A e B tais que A ∪ B = X e µ(A) = 0 e ν(B) = 0. Nesse caso
escrevemos µ ⊥ ν.

O teorema de decomposição de Lebesgue afirma que, dadas duas medidas
finitas µ e ν, podemos escrever ν = νa + νs onde νa e νs são medidas finitas
tais que νa ≪ µ e νs ⊥ µ. Combinando este resultado com o teorema de
Radon-Nikodym, obtemos:

Teorema A.2.20 (Decomposição de Lebesgue). Dadas medidas finitas µ e ν,
existe uma função mensurável ρ : X → [0,+∞] e existe uma medida finita η
satisfazendo ν = ρµ+ η e η ⊥ µ.

A.2.5 Exerćıcios

A.2.1. Prove que a integral de uma função simples está bem definida: se duas
combinações lineares de funções caracteŕısticas definem uma mesma função,
então os valores das integrais obtidos a partir das duas combinações coincidem.

A.2.2. Mostre que se (rn)n e (sn)n são sequências não decrescentes de funções
simples não negativas convergindo em µ-quase todo ponto para uma mesma
função f :M → [0,+∞) então limn

∫
rn dµ = limn

∫
sn dµ.

A.2.3. Prove a Proposição A.2.7.

A.2.4. (Desigualdade de Tchebysheff-Markov) Seja f : M → R uma função
não-negativa integrável com respeito a uma medida finita µ. Então, dado qual-
quer número real a > 0,

µ
(
{x ∈M : f(x) ≥ a}

)
≤ 1

a

∫
M

f dµ.

Em particular, se
∫
|f | dµ = 0, então µ

(
{x ∈M : f(x) ̸= 0}

)
= 0.
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A.2.5. Seja f uma função integrável. Mostre que para todo ε > 0 existe δ > 0
tal que |

∫
E
f dµ| < ε para todo conjunto mensurável E com µ(E) < δ.

A.2.6. Sejam ψ1, . . . , ψN : M → R funções mensuráveis limitadas num espaço
de probabilidade (M,B, µ). Mostre que para todo ε > 0 existem x1, . . . , xs ∈M
e números positivos α1, . . . , αs tais que

∑s
j=1 αj = 1 e

|
∫
ψi dµ−

s∑
j=1

αjψi(xj)| < ε para todo i = 1, . . . , N .

A.2.7. Prove o teorema da convergência dominada (Teorema A.2.11) a partir
do lema de Fatou (Teorema A.2.10).

A.2.8. Um conjunto F de funções mensuráveis f : M → R diz-se uniforme-
mente integrável com respeito a uma probabilidade µ se para todo α > 0 existe
C > 0 tal que

∫
{|f |>C} |f | dµ < α para todo f ∈ F . Mostre que

(a) F é uniformemente integrável com respeito a µ se, e somente se, existe
L > 0 e para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

∫
|f | dµ < L e

∫
A
|f | dµ < ε

para todo f ∈ F e todo conjunto mensurável A com µ(A) < δ.

(b) Se existe alguma função g integrável com respeito a µ tal que |f | ≤ |g| para
todo f ∈ F (dizemos que F é dominado por g) então F é uniformemente
integrável com respeito a µ.

(c) Se F é uniformemente integrável com respeito a µ então limn

∫
fn dµ =∫

lim fn dµ para qualquer sequência (fn)n em F convergindo em µ-quase
todo ponto.

A.2.9. Mostre que a é um ponto de densidade de um conjunto A ⊂ Rd se, e
somente se,

lim
δ→0

inf

{
m(B ∩A)
m(B)

: B bola contida em B(a, δ) e contendo a

}
= 1. (A.2.10)

A.2.10. Seja Pn, n ≥ 1 uma sequência de partições enumeráveis de Rd em
subconjuntos mensuráveis. Suponha que o diâmetro diamPn = sup{diamP :
P ∈ Pn} converge para zero quando n → ∞. Mostre que, dado qualquer con-
junto mensurável A ⊂ Rd com medida de Lebesgue positiva, é posśıvel escolher
conjuntos Pn ∈ Pn, n ≥ 1 de tal forma que m(A ∩ Pn)/m(Pn) → 1 quando
n→ ∞.

A.2.11. Prove o Teorema A.2.14.

A.2.12. Seja x1, x2 ∈ M e p1, p2, q1, q2 > 0 com p1 + p2 = q1 + q2 = 1.
Considere as medidas de probabilidade µ e ν dadas por

µ(A) =
∑
xi∈A

pi, ν(A) =
∑
xi∈A

qi,

ou seja, µ = p1δx1
+ p2δx2

e ν = q1δx1
+ q2δx2

. Mostre que ν ≪ µ e µ ≪ ν e
calcule as respectivas derivadas de Radon-Nikodym.
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A.2.13. Construa uma probabilidade µ absolutamente cont́ınua com respeito à
medida de Lebesguem em [0, 1] tal que existe um conjunto mensurávelK ⊂ [0, 1]
com medida µ(K) = 0 masm(K) = 1/2. Em particular, m não é absolutamente
cont́ınua com respeito a µ. Podeŕıamos pedir que m(K) = 1?

A.2.14. Suponha que f : X → X é tal que existe uma cobertura enumerável de
M por conjuntos mensuráveis Bn, n ≥ 1, tais que a restrição de f a cada Bn é
uma bijeção sobre a imagem, com inversa mensurável. Seja η uma probabilidade
η em M tal que A ⊂ Bn e η(A) = 0 implica η(f(A)) = 0. Mostre que existe
uma função Jη : X → [0,+∞] tal que∫

f(Bn)

ψ dη =

∫
Bn

(ψ ◦ f)Jη dη

para toda função mensurável limitada ψ : X → R e todo n. Além disso, Jη é
essencialmente única.

A.2.15. Seja µ = µ+ −µ− a decomposição de Hahn de uma medida finita com
sinal µ. Mostre que existem funções ρ± e τ± tais que µ+ = ρ+|µ| = τ+µ e
µ− = ρ−|µ| = τ−µ. Que funções são estas?

A.2.16. Seja (µn)n e (νn)n duas sequências de medidas tais que µ =
∑

n µn e
ν =

∑
n νn são medidas finitas. Escreva µ̂n =

∑n
i=1 µi e ν̂n =

∑n
i=1 νi. Mostre

que se µ̂n ≪ ν̂n para todo n então µ≪ ν e

dµ

dν
= lim

n

dµ̂n

dν̂n
em ν-quase todo ponto.
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λmin

expoente de Lyapunov mı́nimo, 47
µ ⊥ ν

medidas mutuamente singulares, 130
ν ≪ µ

relação de continuidade absoluta,
129

∂P
bordo de uma partição, 91

supp
suporte de uma medida, 118

τ(E, x)
tempo médio de visita, 33

φ̃
média temporal de uma função, 40

Td

toro de dimensão d, 15

135



136 ÍNDICE
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teorema ergódico de Birkhoff, 49
teorema ergódico subaditivo, 50

folha
estável, 71
instável, 71

folheação
estável, 70
instável, 70

forma
de volume, 18

fração cont́ınua, 10
de tipo limitado, 74

função
σ-aditiva, 112
afim, 102
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hipótese ergódica
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